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Prodlogo

Este libro cubre casi todo el programa de “Geometria Plana y Espacial”, una de las
primeras asignaturas de las carreras de Profesorado en Matematica, Profesorado en Fisica,
Licenciatura en Fisica, Licenciatura en Energias Renovables y Licenciatura en Matematica
de la Universidad Nacional de Salta.

El orden elegido para el contenido del curso se debe a estar de acuerdo con estas tres
propuestas:

(a).

Es conveniente estudiar el espacio, al menos en parte, antes de concentrarse en el
plano.

Muy frecuentemente se enfatiza que la virtud de los cursos de geometria elemental
radica en que contribuyen fuertemente a desarrollar los razonamientos y el pensa-
miento logico de los estudiantes. Esperamos que este curso sirva en ese sentido; pero
pretendemos que también contribuya a desarrollar su capacidad de imaginar situa-
ciones geométricas concretas que faciliten su aprendizaje de distintas propiedades
geométricas o fisicas.

Si solo se persiguiera incrementar en los estudiantes su capacidad de razonar, y su
confianza en sus propios razonamientos, podria analizarse primeramente el plano, que
ya ofrece una cantidad suficiente de problemas logicos diferentes; y posteriormente
se podria usar esa capacidad de razonar con fluidez y esa confianza en los propios
razonamientos para estudiar problemas espaciales. Pero creemos que es preferible
que el alumno se enfrente cuanto antes al espacio porque, por un lado, los problemas
l6gicos que deberd analizar no son mas dificiles, y por otro lado, quizas asi, le resulten
igualmente intuitivos los problemas planos y los espaciales. (Recordemos que estos
problemas planos o espaciales aparecen frecuentemente en los primeros cursos de
matematica y de fisica). Si eso se consigue, podrd ayudarse con su intuicién para
atacar problemas en dimension uno, dos o tres, y solo necesitara apelar a su madurez
matematica para enfrentar problemas en dimensién mayor.

. Es conveniente iniciar el estudio de las congruencias o transformaciones rigidas

pensdndolas como transformaciones biyectivas de todo el espacio, en lugar de comen-
zar estudiando propiedades de triangulos congruentes.

Esto, por un lado, exige a los estudiantes que se familiaricen con una clase muy
importamte de funciones — lo cual es 1util para encarar otros estudios — y por
otro lado les permite organizar mejor el conocimiento de las propiedades que van
aprendiendo y/o recordando.

. Es conveniente que cada estudiante tenga la oportunidad de recrear alguna parte del

conocimiento

En muchas asignaturas matematicas y fisicas, las reglas matematicas que entran en
juego estan perfectamente determinadas y no se dedica ningun tiempo, a imaginar
cudles fueron las razones para elegir esas reglas. A lo sumo. se realiza algun tipo de
experiencia para observar el acuerdo con esas reglas. Y no puede ser de otro modo
si se quiere acercar a los estudiantes a las fronteras del conocimiento.

Sin embargo, creemos que Geometria Plana y Espacial es una asignatura ideal para
detenerse un poco en el proceso de elegir esas reglas o axiomas (aun sin seguir exacta-
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mente lo ocurrido histéricamente). Para todos los estudiantes, serd una oportunidad
de modelizar matematicamente una realidad, que ya es intuivamente conocida por
ellos. Quizas durante su vida profesional, algin fisico pida ayuda a algin matematico
para concretar una modelizacion. En ese momento habra un experto en ese tema,
el fisico, y otro experto en algunas herramentas matematicas, el matematico. Para
la modelizacién del espacio que haremos aqui, esperamos que todos los estudiantes
puedan asumir el papel de expertos en ambos aspectos.

En resumen, si bien en el curso se manejan axiomas, el objetivo fundamental del
mismo no es la formalizacion completa de los estudios, sino més bien el hacer ma-
tematica aplicada sobre uno de los objetos de estudio més al alcance de casi todas
las personas, el espacio.
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Capitulo 1

Conceptos basicos

1. Puntos, rectas, planos. Llamado a la intuicién

Pensamos al espacio que nos rodea como un conjunto de puntos, y reconocemos algunos subconjuntos
de puntos que llamamos rectas y planos. Sabemos que hay infinitos puntos (es decir no podriamos contar
todos los puntos, no terminarfamos nunca de hacerlo) y también infinitas rectas e infinitos planos.

Hay muchos objetos y fendmenos de la vida real que nos sugieren puntos y también muchos que
sugieren rectas o planos ... En especial rectas y planos abundan entre las construcciones de los hombres.
Quizés en una jungla no seria muy facil, y tampoco muy util, explicar qué se entiende por un plano. A
propoésito, muchos objetos y fenémenos naturales sugieren figuras de la geometria fractal que se estudia
actualmente con mucho interés.

Si nos preguntaran cuantas puntos caben en el aula seguramente la respuesta seria infinitos. La misma
pregunta sobre rectas probablemente mereceria igual respuesta porque aceptamos que por cada punto
pasan infinitas rectas. Sin embargo en ninguin cuarto, por grande que sea, “cabe” por completo ni siquiera
una recta: cualquier recta se extiende indefinidamente hacia cada lado. Algo parecido ocurre con los
planos: por cada punto pasan infinitos planos pero ninguno cabe por completo en el aula.

Si una porcién de una recta estd contenida en un plano, podemos imaginar que toda la recta es-
tard contenida en el plano: ni se “despega” la recta del plano, ni se “acaba” el plano antes que la recta.

En lo que sigue tomaremos como axiomas algunos de los hechos descriptos y comprobaremos que los
demads son consecuencias légicas de esos axiomas.

2. Lenguaje a utilizar

Naturalmente no podremos definir todos los entes que manejaremos.

Tomaremos como elementos primitivos, sin definirlos, a los puntos, las rectas y los planos. A la
agrupacién de todos los puntos lo llamaremos espacio y lo simbolizaremos con la letra griega €2, que se
lee “Omega”.

En general, usaremos letras mayusculas para nombrar a los puntos; mintsculas para las rectas y las
semirrectas; y griegas para los planos y los semiplanos. (a: “alfa”, 8: “beta”, v: “gama”, m: “pi”, etc.)

Aceptaremos utilizar algunas expresiones diferentes con igual significado:

Si P es un punto, significan lo mismo:

= P pertenece a (),
= P es un punto de €,

= () contiene a P.
Y todo ello lo simbolizamos con: P € €).
Si r es una recta, significan lo mismo:

= 7 estd incluida en €,
= 7 es una recta de 2,
= () incluye a r,

= () contiene a r.
Y todo ello lo simbolizamos con: r C €2 o bien €2 D r.
Si P es un punto y r es una recta, significan lo mismo:
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= P pertenece a r,
= P es un punto de r,
= 1 contiene a P,

= 7 pasa por P.
Y todo ello lo simbolizamos con: P € 7.
Si P es un punto y m es un plano, significan lo mismo:

= P pertenece a T,
= P es un punto de ,
= 7 contiene a P,

= 7 pasa por P.
Y todo ello se simboliza con P € 7.
Si r es una recta y 7 es un plano, significan lo mismo:

= 1 esta incluida en m,
= 7 es un recta de 7,
= 7 incluye a r,

= 7 contiene a r.

= 7T pasa por 7.

Y todo ello se simboliza con r C 7 o bien ™ D 7.

Advertimos que seremos muy cuidadosos para no confundir los simbolos €: “pertenece a” y C “estd in-
cluido en”. Pero, de acuerdo a lo indicado més arriba, seremos menos estrictos al usar las expresiones
“contiene a” o “estd contenido en”. Por ejemplo diremos que un plano contiene a “alguien” y ese alguien
podré ser un punto que pertenece al plano o una recta incluida en el plano.

Definiciones.

Se dice que varios puntos estan alineados o son colineales si existe alguna recta que los contiene. Si
la recta es r se dice que los puntos estan alineados en r.

Se dice que varios puntos y/o rectas son coplanares si existe algiin plano que los contiene. (O més
formalmente, si existe algiin plano al que todos esos puntos pertenecen y/o en el que todas esas rectas
estdn incluidas).

Se dice que varias rectas son concurrentes si existe algin punto perteneciente a todas las rectas.
Se dice que dos rectas son secantes si tienen un tUnico punto en comun.

Se dice que dos rectas distintas son paralelas, o que una de ellas es paralela a la otra, si son
coplanares y su interseccién es vacia. También se dice que cualquier recta es paralela a si misma. Si
a y b son rectas, usaremos la notacién a || b que se lee “a paralela a b”, para indicar que a y b son
paralelas.

Se dice que dos rectas son alabeadas si no existe ningiin plano que las contenga. Es decir, dos rectas
se dicen alabeadas si no son coplanares. (En algunos libros se usa la expresién rectas que se cruzan
como sinénima de rectas alabeadas; pero hay que interpretar bien: esas rectas “se cruzan” pero no
“se cortan”. Para evitar confusiones nos limitaremos a utilizar la expresién “rectas alabeadas”.)
Nota. Es facil distraerse y pretender simplificar la expresion “rectas para las que no existe ningin plano
que las contenga” sustituyéndola por “rectas contenidas en distintos planos” o por “rectas sin puntos
en comun y contenidas en distintos planos”. Tengamos presente que hay muchos planos diferentes que
incluyen a una recta dada; y puede darse el caso de que haya dos planos distintos, cada uno conteniendo
a una sola de las rectas y que también haya otro plano que las contiene a las dos. Por ejemplo, en una
habitacién con piso y techo “horizontales”, la recta interseccion del plano de una de las paredes con
el plano del piso y la recta interseccion de esa misma pared con el techo, cumplen: una estd contenida
en el plano del techo; la otra estd contenida en el plano del piso; y no tienen puntos en comun. Pero
no son alabeadas porque el plano de la pared las contiene a ambas. Reiteramos: dos rectas se dicen
alabeadas si no existe ningtin plano que las contenga; es decir si no son coplanares.

Se dice que dos planos distintos son paralelos, o que uno es paralelo al otro, si su interseccién es
vacia. También se dice que cualquier plano es paralelo a si mismo.

Se dice que una recta y un plano son paralelos (o que la recta es paralela al plano, o el plano paralelo
a la recta) si o bien la recta esta incluida en el plano o bien la recta y el plano tienen interseccién vacia.



CAPITULO I. CONCEPTOS BASICOS 3

e Se dice que un plano y una recta son secantes si tienen un tinico punto en comun, es decir su interseccién
es un conjunto unitario.

e Se dice que dos planos son secantes si su interseccién es una recta.

Ejercicio 2.1.- Buscar en el aula elementos que sugieran rectas y o planos que ejemplifiquen las definiciones
anteriores.

3. Primeros axiomas
Axioma 1. El espacio, §2, es un conjunto infinito de puntos.

Axioma 2. Los planos son subconjuntos propios del espacio y contienen por lo menos a una recta y a
un punto no perteneciente a esa recta.

Recordamos que un conjunto A es subconjunto de otro B cuando cualquier elemento de A es también
elemento de B. En ese sentido, el mismo B es subconjunto de B; pero B no es un subconjunto propio de
B: Un subconjunto de B se llama propio si es distinto de B. Que un plano es un subconjunto propio del
espacio significa que hay puntos en el espacio que no pertenecen a ese plano. El axioma asegura que al
menos hay un punto en esas condiciones. Y luego que incorporemos otros axiomas podremos justificar
que hay infinitos de ellos.

Axioma 3. Si dos puntos distintos de una recta pertenecen a un plano, entonces la recta estd incluida
en el plano.

En el axioma hemos dicho “dos puntos distintos” cuando habria sido suficiente decir dos puntos: si son
dos no pueden ser otra cosa que distintos. Sin embargo usaremos ese tipo de expresiones a efectos de
estar alerta: usualmente, en matematica, no manejamos objetos sino nombres de objetos. Y bien puede
ocurrir que un tnico objeto tenga mas de un nombre.

Axioma 4. Las rectas son subconjuntos propios de los planos que las incluyen y contienen al menos dos
puntos distintos. Cada recta estd incluida en algun plano.

Axioma 5. No es posible que la interseccion de dos planos sea un conjunto unitario.
Consecuencias inmediatas de los axiomas anteriores:
= Es una tarea imposible describir por extensién al espacio (2.
= Ningiin plano contiene a todos los puntos del espacio.
= Ninguna recta contiene a todos los puntos de ningin plano.
= Ninguna recta coincide con ningin plano.
= Ninguna recta contiene a todos los puntos del espacio.
= La interseccién de una recta y un plano puede ser, iinicamente, alguna de estas tres:

e el conjunto vacio,
e un conjunto con un unico punto,

e la misma recta.
= Si la interseccién de dos planos no es vacia, entonces contiene por lo menos a dos puntos distintos.

Nota. Los axiomas enunciados hasta ahora hablan de rectas y planos estableciendo algunas caracteristi-

cas de esos subconjuntos de puntos; pero no aseguran que tales tipos de subconjuntos existan. Hasta
ahora, lo Unico que estd asegurado es la existencia de infinitos puntos del espacio; podria no existir
ningin plano y el axioma 2 no serfa de utilidad. .. Los préximos axiomas remedian eso.

Axioma 6. Dados dos puntos distintos existe una unica recta a la que los puntos pertenecen. En otras
palabras: Dos puntos distintos determinan una recta que los contiene.

Si los puntos son A y B, con A # B, a la recta determinada por ellos la denotaremos con AB.

Axioma 7. Dados una recta y un punto no perteneciente a la recta existe un unico plano que los contiene.
En otras palabras: Una recta y un punto no perteneciente a la recta determinan un plano que los contiene.

Teorema. Si dos rectas son distintas entonces su interseccion puede ser vacia, o tener un unico punto.
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Demostracion. Llamemos a y b a las rectas de las que nos dicen que son distintas, es decir a # b.
Necesitamos probar que al menos una de estas dos cosas ocurre:

anb=10 aNb es un conjunto unitario

Lo haremos “por el absurdo”, probando que si suponemos lo contrario llegamos a una contradiccion:
e Si no se cumpliera ninguna de ellas, es decir si la intersecciéon no fuera vacia y tampoco fuera un
conjunto unitario, existirian al menos dos puntos distintos, llamémosles P y @) en esa interseccion:

Peanb, Qeand, esdecir: Pea, Peb, Q €a, Qeb. Y ademds P # Q.

Entonces, por el axioma 6 aplicado a los puntos P y @) existiria una unica recta determinada por ellos:
= =
la recta PQ). Es decir seria a = P(Q) = b, en contradiccién con que a # b.
En consecuencia, debe cumplirse alguna de las dos condiciones anunciadas. =

Teorema. Por tres puntos no alineados pasa un unico plano. En otras palabras: Tres puntos no alineados
determinan un plano que los contiene.

Demostracion. Sean P, @ y R los tres puntos no alineados. Necesariamente serdn tres puntos distintos.

Sea a la recta ﬁ) Como los puntos no estdn alineados debe ocurrir que R ¢ a. Aplicando el axioma 7 a
la recta a y al punto R conseguimos un plano, llamémosle o que contiene a la recta a y a R. Por contener
a la recta a contendra a cada uno de sus puntos como el P y el Q. Por lo tanto « contendra a R, Py Q.

—
Ademas es el tinico: si un plano § contiene a P, Q y a R, por el axioma 3 la recta PQ), que existe por el
axioma 6, esta incluida en el plano (. Y el axioma 7 asegura un tnico plano en esas condiciones. u

Teorema. Por dos rectas distintas concurrentes pasa un unico plano. En otras palabras: Dos rectas
secantes determinan un plano que las contiene.

Demostracion. Sean a y b las dos rectas distintas y P pertenecientes a ambas. Cualquier plano que
incluya a ambas rectas, debe contener a los puntos de ellas. Al ser a y b conjuntos distintos existira algin
punto @ que pertenece a uno y no al otro. Sea por ejemplo Q) perteneciente a ¢ y no a b. Podemos aplicar
el axioma 7 a la recta b y al punto ) para concluir que existe un unico plano que contiene a ambos. Sea
[ tal plano. Como la recta a tiene dos puntos distintos P y @ en el plano (3, también a estéd incluida en
0, por el axioma 3. =

Teorema. Si dos rectas son alabeadas entonces su interseccion es vactia.

Demostracion.

Sean r y s dos rectas alabeadas es decir que no existe ningin plano que las contenga. Debe ocurrir que
r # s porque si fuera r = s cualquier plano que contuviera a r también contendria a s. Tales planos
existen por el axioma 4. Y ahora, si r y s fueran concurrentes, como también son distintas, podriamos
aplicar el teorema anterior y encontrariamos un plano que las contiene, en contradiccién con que las
resctas son alabeadas. En consecuencia, r N's = (). a

Nota. No hemos demostrado nada respecto del reciproco de la proposicién anterior: Si la interseccién
de dos rectas es vacia, puede ocurrir, en principio, que las rectas sean alabeadas. o que no lo sean.

Ejercicio 3.1.- Completar: Si la interseccion de dos rectas es vacia, entonces las rectas pueden ser ... o
... (Se pretende una respuesta distinta de “coplanares” o “no coplanares”)
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Teorema. La interseccion de dos planos distintos puede ser el conjunto vacio o toda una recta.

Demostracion. Como el teorema propone dos alternativas podemos suponer que una no se cumple y
justificar que, en ese caso, se cumple la otra.

Sean a y (8 los planos distintos. Si N 3 no es vacia existird al menos punto, llamémosle A perteneciente
a ambos planos. Por el axioma 5 no puede ocurrir que aN 3 = {A}, asi que deberd existir otro punto

—
B perteneciente a ambos. Por el axioma 6 tenemos la recta AB. Esa recta tiene dos puntos A y B en

—
ambos planos, luego por el axioma 3 estd incluida en esos planos. Es decir que AB C aN 3. Y no puede
haber mas puntos en esa interseccion, porque si existiera un punto C' perteneciente a ambos planos y no

> >
perteneciente a la recta AB podriamos aplicar a la recta AB y al punto C' el axioma 7 para concluir que
los planos « y § coincidirian en contradiccién con la hipétesis de que los planos eran distintos. a

Corolario. Dados dos planos no paralelos existe una unica recta incluida en ambos. En otras palabras,
dos planos no paralelos determinan una recta incluida en ellos, es decir son secantes.

Demostracion. Si los planos no son paralelos, obligatoriamente serdn planos distintos y su interseccién
no puede ser vacia. Entonces, de las dos posibilidades establecidas por el teorema anterior, sélo queda la
posibilidad de una recta como interseccién de ambos planos. =

Proposicion. Si una recta v y un plano m son secantes, entonces la recta no es paralela a ninguna de
las rectas de m; en otras palabras, si s es una recta de w, necesariamente r J|s.

Demostracion. Sea s una recta de .
En primer lugar, s # r por cuanto r es secante con 1y s C 7.
Sea {R} = r N 7. Analizaremos los dos casos segiin que R pertenezca o no a s:

e Caso R € s e (En la ilustracién, podemos tomar s = a). Es inmediato que r N's = {R}, por lo que
las rectas son secantes y en consecuencia, no son paralelas.
e Caso R ¢ s e (En la ilustracién podemos tomar s = b).

Veamos, por el absurdo, que r y s son alabeadas, es decir no son coplanares: si existiera un plano «
que contuviera a r y a s, contendria en particular a R y a s, por lo que por el axioma 7 « coincidiria
con 7. Como, por hipdtesis, r no estd incluida en 7, no puede existir tal plano . Asi que r y s no son
coplanares, y por lo tanto no pueden ser paralelas. =

Ya que una recta y un plano sélo pueden ser secantes o paralelos, se sigue inmediatamente que:

Corolario. Si las rectas r y t son paralelas yt C 7 entonces r || w.

Proposicion. Si la recta r es paralela al plano w, pero no estd incluida en w, entonces por cada punto
R de 7 pasa exactamente una paralela a r contenida en .
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Nota. No estamos negando la posibilidad de que haya otras paralelas a r que pasen por R que no
pertenezcan a w. Tampoco afirmamos nada acerca de las pararalelas a r, incluidas en 7, para el caso
en que la misma 7 estd incluida en 7. Recién cuando dispongamos del axioma de la paralela podremos
justificar nuestras ideas intuitivas acerca de estos temas.

Demostracion.

e Justificacién de unicidad: e Si hay alguna recta en estas condiciones debe estar incluida en 7 y
en el plano « determinado por r y R. Y la interseccion de esos planos es exactamente una recta,
llamémosla t = 7 N a.

e Justificacién de existencia: e La recta ¢ cumple lo pedido, pues es coplanar con r (estd incluida
en « al igual que r) y r Nt = () (pues de otro modo, si X € r Nt tendrfamos X € r N7 y por hipdtesis,
al ser r paralela a 7, sin estar incluida en 7, tenemos r N7 = (). =

Ejercicio 3.2.- “Completar” la demostracién anterior para indicar, en cada paso, cuales axiomas o teore-
mas se han utilizado.

Las proposiciones anteriores nos permiten asegurar, en relaciéon a planos y rectas:

Teorema. (Condicién de paralelismo plano-recta). Un plano y una recta no incluida en el plano
son paralelos si y solo si el plano incluye alguna recta paralela a la dada.

Y sobre rectas alabeadas, podemos asegurar:

Teorema. (Condicién para rectas alabeadas). Dos rectas son alabeadas si y sdlo si existe un plano
que incluye a una de las rectas y a solamente un punto de la otra, y ese punto no pertenece a la primera.

Demostracion. Sean a y b las rectas.

e Si existe un plano 7# con a C 7, tNb={B}y B¢ a: e Demostremos, por el absurdo, que no
hay ningiin plano que incluya a ambas rectas. De existir un plano v que incluyera a ambas rectas, a y
b, deberia ser a C 7 y b C ~; en particular, B € +; es decir vy estaria determinado por a y B al igual
que m, por lo que v = 7. Pero b ¢ 7, ya que bN 1 = {B}, lo que contradice que b C 7. Es decir que no
hay ningin plano que incluya a a y a b, asi que a y b son alabeadas.

e Siay abson alabeadas: e Por lo pronto a y b no tienen ningtin punto en comun.

Sea B un punto de de b. El plano v determinado por a¢ y B, no puede incluir a ambas rectas; pero
incluird a la recta a y contendra a un inico punto de b, el B.

(En forma similar se puede conseguir un plano que incluya a b y que contenga un dnico punto de a).

4. Relaciones de orden y similares. Llamado a la intuicion

Estamos acostumbrados a trabajar con las relaciones de orden entre niimeros reales:
<7 S? >7 Z'

Y también acostumbramos ordenar otros conjuntos. Veamos algunos ejemplos.

Recta como conjunto ordenado

Nuestra idea sobre las rectas nos indica que podemos ordenar en forma “natural” a los puntos de
cualquier recta. En un dibujo de la recta podemos marcar una flecha para sugerir ese orden, y hablar de
la relacion “precede a”’que tiene por relaciéon inversa a “sigue a ”. Dependiendo del lugar desde donde
estemos observando a la recta podremos pensar que el crecimiento es “hacia la derecha”, o “hacia la
izquierda”, o “hacia arriba”, etc.

Luego de elegido un orden para los puntos de una recta:

= Dados los puntos distintos A y B cumplird una y sélo una de las condiciones siguientes:
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A precede a B, B precede a A.

Esto nos permite decir que este orden es un orden total
= No existe un punto que preceda a todos los demés (No hay un primer punto).
= No existe un punto que sea precedido por todos los demds. (No hay un tltimo punto).

= Dados dos puntos distintos A y B, existiran infinitos puntos entre A y B: es decir, si A precede a
B entonces existiran infinitos puntos a los que A precede y que preceden a B.

= (propiedad transitiva): Si elegimos tres puntos distintos A, B y C de esa recta tales que
A precede a By B precede a C
entonces, irremediablente

A precede a C.

Relacién de orden “tiene menos hermanos que”

Podemos ordenar al conjunto de alumnos de esta clase de acuerdo a la cantidad de hermanos que
tiene cada uno, y pensar en la relaciéon “tiene menos hermanos que”, y en su inversa “tiene més hermanos
que”. En ese orden, dados dos alumnos, Pedro y Daniel, puede cumplirse una o ninguna de las condiciones
siguientes:

Pedro “tiene menos hermanos que” Daniel
Daniel “tiene menos hermanos que” Pedro.

Pero también puede ocurrir que no se cumpla ninguna de las dos, si por ejemplo tanto Pedro como Daniel
tienen cada uno dos hermanos. De este orden no se dice que sea un orden total.

Podriamos averiguar si hay algin alumno que tenga menos hermanos que todos los demds. Aunque
no lo haya, si habrd uno o mas alumnos tales que ningin otro alumno tenga menos hermanos que ellos.
También podriamos averiguar si hay algin alumno que tenga méas hermanos que todos los demas. Aunque
no lo haya, si habra uno o mas tales que ningiin otro alumno tenga méas hermanos que ellos.

Lo que con seguridad no ocurrird es que haya infinitos alumnos entre Pedro y Daniel en cuanto a la
cantidad de hermanos.

Y si se cumple la propiedad transitiva, por lo que si es de orden:

Si Pedro “tiene menos hermanos que” Elsa y Elsa “tiene menos hermanos que” Javier entonces Pedro
“tiene menos hermanos que” Javier.

Relacién, que no es de orden, “gané a”

Los equipos de futbol suelen intervenir en campeonatos para determinar cuél es el mejor equipo del
momento.
Aqui, dados dos equipos distintos se cumplird una o ninguna de las condiciones siguientes:

A gané a B, B gané a A.

No se cumple ninguna de las dos si A y B empataron o si nunca tuvieron que jugar.

La relacién “gané a”, que tiene por relacion inversa “perdié ante”, no nos sirve, ella sola, para ordenar
a los equipos por cuanto no puede asegurarse la propiedad transitiva: es posible, aunque por supuesto no
es obligatorio, que para tres equipos A,B y C se cumpla:

A gané a B, B gané a C, A no gané a C.

y entonces la relacién no seria transitiva.

En el campeonato apertura de ftbol juegan todos los equipos contra todos una sola vez y los resultados
de los partidos permiten relacionar pares de equipos con la relacién “gané a”.

Lo que suele hacerse para determinar al campeén es asignar puntos a los equipos segin que haya
empatado o ganado con lo cual la relacién que sirve para ordenar a los equipos es la de “tiene méas puntos
que”.

Cuando no se asignan puntos, como en la parte final del campeonato del mundo, con los cuatro semi-
finalistas, el inico modo de que la posible falta de transitividad no sea un problema es que no jueguen
todos contra todos: juegan dos equipos por un lado y otros dos por otro y los partidos se alargan hasta que
haya un ganador. Y luego los dos ganadores juegan por el primero y el segundo puesto y los perdedores
por el tercero y el cuarto.
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Relacién de orden “es miltiplo de”

Pensemos en esa relacion definida en el conjunto de los naturales con el 0 agregado, Ny. Por ejemplo,
30 es multiplo de 5 (es decir, 30 es igual a 5 por algtin natural, 30 = 5 X 6); 22 es muiltiplo de 2; 22 no es
multiplo de 5. Aqui se cumple la propiedad transitiva: Si a es multiplo de b y b es miltiplo de ¢ entonces
a es multiplo de c.

Para esta relaciéon hay un tinico niimero que es multiplo de todos los otros que es el 0. Por ejemplo,
0 es multiplo de 6 porque 0 = 6 x 0. Y también hay un tinico nimero, el 1, tal que todos son multiplos
de éL.

También, “entre” el 0 y cualquier otro nimero siempre hay otro (y en consecuencia hay infinitos)
relacionado con ellos: por ejemplo, entre el 0 y el 15 tenemos al 30 tal que 0 es multiplo de 30 y 30 es
miltiplo de 15. Y entre el 0 y el 30 tenemos al 60 etc. Pero no hay infinitos entre por ejemplo el 60 y el
15 (sélo hay uno, el 30); y entre el 3 y el 1 no hay ninguno.

5. Axioma de orden para la recta

Los axiomas aceptados hasta ahora no nos permiten describir cuales son los érdenes naturales para
los puntos de una recta; corresponden a conceptos primitivos. Agregaremos un axioma mas para indicar
algunas propiedades de esos 6rdenes. Pero antes daremos algunas definiciones.

Las expresiones precede, sigue, primer, primero y altimo son genéricas para cualquier orden.

Definiciones.

e Una relacién binaria se dice de orden si cumple con la transitividad: La relacion “rrr” es transitiva
si
A rrr By B rrr C implica A rrr
(Si una relacién binaria es de orden, también su relacién inversa lo es)
e Dada una relacién de orden “precede a” con su relacién inversa “sigue a” en un conjunto X,

o si A, B,C € X, entonces se dice que A esta entre B y C' si A es distinto de B y C'y se cumple una
de estas dos condiciones:

B precede a Ay A precede a C B sigue a A y A sigue a C

B A C — B A C —
B S — B —
— ¢ o ————— e e e

En las cuatro ilustraciones, A estd entre By C.

(Cuando ilustramos la eleccién de un orden para una recta mediante una flecha, nos imaginamos
recorriéndola en el sentido de la flecha; un punto B precedera a C' en ese orden, si al recorrer la recta
nos encontramos a B antes que a C') Hacemos notar que, aunque hemos necesitado un orden para
definir la relacién ternaria “estar entre”, esta relaciéon no cambia si tomamos el orden inverso.

e Se dice que A es el primer elemento de X, si A precede a cualquier otro elemento de X.

e Se dice que H es el dltimo elemento de X', si H sigue a cualquier otro elemento de X'.

Axioma 8 (Del orden). Los puntos de cada recta estdn ordenados segin dos drdenes “naturales”, uno
inverso del otro. Elegido uno cualquiera de esos ordenes naturales se cumple:

(a). Propiedad de tricotomia. Dados los puntos A y B ocurre una de las siguientes condiciones:
A=B, A precede a B, B precede a A.

(b). No hay ningin punto que preceda a todos los demds. (No existe un primer punto).

No hay ningin punto que sea precedido por todos los demds. (No existe un dltimo punto).

(¢). Dados dos puntos distintos, siempre hay al menos otro punto entre ambos (Se llama propiedad de
densidad).
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Senalamos que el axioma no dice nada acerca de la propiedad transitiva porque esa propiedad queda
sobreentendida en cualquier relacién de orden.

Teorema. Dada una recta, un orden natural para la misma, y un punto de la recta, hay infinitos puntos
que lo preceden e infinitos puntos que lo siguen; y dados dos puntos distintos de la recta, hay infinitos
puntos entre ellos.

Demostracién. (Idea de la demostracién; no la formalizaremos. Se sugiere ir dibujando una figura ilus-
trativa).

e Si P es un punto de la recta, como no puede ser el primero (de otro modo se contradiria el inciso
(b) del axioma del orden), existird un punto A; que preceda a P. (A; se lee “A sub 17). Pero A,
tampoco puede ser el primero, asi que existird un punto A, que preceda a A; y que, en consecuencia,
también precederd a P. Pero A; tampoco puede ser el primero ... Asi que tendremos infinitos puntos
que preceden a P.

e En forma similar se justifica que hay infinitos puntos que siguen a cualquier punto P.

e Si Py @ son dos puntos de la recta, por el inciso (¢) del axioma del orden existird un punto C; entre
Py Q. Ahora, entre C7 y @ existird un punto, Cy, que también estard entre P y Q. Ahora entre Cy
y @ existird un punto C5 (distinto de los anteriores) que también estd entre Py @ ...Se entiende que
tendremos infinitos puntos entre Py Q. =

Teorema. Cualquier recta tiene infinitos puntos.

Demostraciéon. Dada una recta, por el axioma 4, podemos conseguir un punto que pertenece a ella y por
el teorema anterior hay infinitos puntos de la recta que lo preceden.

Ejercicio 5.1.- Realizar una demostracién, diferente a la dada, del teorema anterior.

Observamos que un modo de elegir uno de los dos 6rdenes y comunicar cuél es el elegido, es tomar
dos puntos distintos e indicar cual de ellos precede al otro en el orden seleccionado.

6. Segmentos y semirrectas

Definiciones. Dada una recta r, uno de los dos érdenes para ella y un punto O de r, se llama semirrecta
de r de origen O a cualquiera de los dos conjuntos siguientes: al formado por el punto O y todos los que
le preceden en el orden elegido,

{Xer|X =0 o X precede a O},
y también al formado por el punto O y todos los que lo siguen en el orden elegido
{X er| X =0 o X siguen a O}.

El punto O es el origen de cualquiera de esas semirrectas y diremos de las semirrectas que son
opuestas, o que una es opuesta de la otra. Se entiende que el origen de una semirrecta

Si una de esas semirrectas de origen O contiene a H, distinto de O, la denotaremos con OH.

Mas concretamente, si A y B son puntos de r, y en el orden elegido,

Si A precede a O : md:ef {Xer|X =0 o X precede a O};
Si B sigue a O : O—B)d:ef{XGMX:OoXsigueaO};
OA es opuesta de OB.
/

Aem:{XEMX:OoXsigueaO}
B¢ OA

OAvy OB son semirrectas opuestas.

—
De otro modo: Dados dos puntos distintos P y @, consideramos para la recta r = P(Q), el orden natural
en el que @ sigue a P. Asi, llamamos semirrecta de origen P que contiene a @, y la denotamos m, al
conjunto de puntos de r formado por P y todos los que siguen a P en el el orden mencionado.

Las definiciones anteriores descansan directamente en alguno de los érdenes de la recta. También es
posible definir semirrectas usando la relacién “estar entre”:
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Ejercicio 6.1.- Convencerse de que dados dos puntos distintos O y A, las semirrecta de origen O que
contiene a A, y su opuesta pueden definirse:

OA def {XEO(—1)4.|_X:O 0 X=4 o X estdentre Oy A o Aestdentre Oy X}

(Op.dem) dlef {XGO(—/“X:O o O estd entre X y A}

Usaremos también semirrecta abierta, AB que difiere de la semirrecta correspondiente AB tinicamente
en que el origen A, (ambas tienen el mismo origen A), pertenece a AB pero no pertenece a AB. Se cumple
ABNAB =4B, ABUAB = A4B.

Se entiende que el origen de una semirrecta abierta es el inico punto que esta entre cualquier punto
de la semirrecta abierta y cualquiera de la semirrecta opuesta.

Otros conjuntos de interés son los segmentos, segmentos abiertos y segmentos semiabiertos
todos ellos determinados (o casi determinados para el caso de segmentos semiabiertos) por dos puntos
que se llaman extremos de ellos). Los segmentos, segmentos abiertos y segmentos semiabiertos difieren
entre si por contener o no a sus extremos. Veamos las definiciones y notaciones correspondientes:

Definiciones. Dados dos puntos distintos Py @,

o—
e se llama semirrecta abierta de origen P que contiene a @) y se denota con P al conjunto de puntos,

de la recta %, que siguen a P en el orden en que @ sigue a P. Utilizando a la semirrecta m podemos
escribir:

o= def
PQ = PO - {P}
e se llama segmento de extremos P y Q al conjunto de puntos formado por los puntos P y @ y todos

los de la recta % que estan entre P y (). En simbolos puede escribirse:

PG 4 PongP

e se llama segmento abierto de extremos P y ) al conjunto de puntos formado por todos los puntos

<
de la recta PQ que estan entre P y ). En simbolos puede escribirse:

TR Zaletors

e se llama segmento semiabierto de extremos P y @ al conjunto de puntos formado por uno de los

puntos Py Q y todos los de la recta P(—C? que estan entre Py (). Tenemos dos segmentos semiabiertos
de extremos Py Q:

o— —0
o el abierto en P y cerrado en (), que contiene a @ y que se denota con PQ o bien con QP.

5 o
o el cerrado en P y abierto en (), que contiene a P y que se denota con P( o bien con QP.

En simbolos puede escribirse:

Ocasionalmente, se utilizan las palabras semirrecta y segmento en forma genérica para incluir
también a la semirrecta abierta y a los segmentos abiertos y semiabiertos. En esos casos habra que
utilizar semirrecta cerrada en cuenta de nuestra semirrecta y segmento cerrado en cuenta de
nuestro segmento.

Los cuatro segmentos genéricos nombrados tienen por extremos a P y a @, pero no todos ellos

- —0 R o—
contienen a P y a ). P sélo pertenece a PQ y a PQ; y Q s6lo pertenece a PQ y a PQ Similarmente las

dos semirrectas génericas 1@ y % tienen como punto origen a P; pero P sélo pertenece a 1@

Nota. Al estudiante lector de estas notas: Si ya ha llegado a familiarizarse con la notacién conjuntista
le alcanzard con aprender las definiciones simbdlicas y serd capaz de explicarlas, llegado el caso, con
sus propias palabras. Familiarizarse con esa notacién requiere un esfuerzo importante, pero tiene como
beneficio que hace mucho més sencillo el continuar aprendiendo . ..

La figura siguiente muestra ejemplos de los conceptos definidos. Estdn “remarcados” los puntos del
conjunto. En los casos de semirrectas abiertas o segmentos abiertos o semiabiertos se ha indicado con un
redondelito el origen o los extremos que no pertenecen al conjunto.
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O A OA

Semirrecta: origen O; contiene a A

B 10} OB

Semirrecta: origen O; contiene a B

0 A OA =04 - {0}

Semirrecta abierta: origen O; contiene a A

M N P Q segmento MN = MN N NM

o—

o—0 o—
segmento abierto PQ) = PQ N QP

Segmentos semiabiertos:
—0 o= o=
— e 0 abierto en S: RS = }ﬁ ns

R
abierto en T: TU = TU NUT =

—
Nota. Cuando nos referimos a AB lo hacemos a la tinica recta que pasa por A y por B; pero, en relaciéon
a esa recta, los puntos A y B no tienen nada de especial. Tanto es asi que, si C' es otro punto de la recta

— > — <
AB, distinto de A y de B, ocurrird que AB = AC = CB; y si D es otro punto de la recta, distinto de

los anteriores, también sera AB = CD. Algo parecido y al mismo tiempo diferente sucede cuando nos
referimos a una semirrecta, por ejemplo a la ]@ De los puntos P y @, el P, al que llamamos origen de
la semirrecta, es especialisimo: P no estd entre ningiin par de puntos de la semirrecta; es el tnico de la
semirrecta que cumple con esa condicién; en cambio el papel que juega @) es simplemente el de pertenecer
a la semirrecta. En simbolos:

m:@ — P =R pero m:@;@ Q=S

Para que 1@ = RS es necesario y suficiente que: P = R y ademdas P, Q y S estan alineados sin que
ocurra que P esté entre Q y S.

> g “— >
Ejercicio 6.2.- Convencerse de: AB =CD == A=C, AB=CD == A#C.

Ejercicio 6.3.- Analizar intuitivamente qué tiene de especial el origen de una semirrecta abierta. Dar una

o—
definicién para el origen de la semirrecta OH.

o— o—
Ejercicio 6.4.- Enunciar una condicién necesaria y suficiente para que PQ) = RS

Ejercicio 6.5.-
e Analizar intuitivamente qué tienen de especial los extremos de un segmento y enunciar una condicién
necesaria y suficiente para que PQ = RS.

e Lo mismo para segmentos abiertos y también para segmentos semiabiertos.

En algunos casos resultard conveniente ponerle un nombre “maés corto”que por ejemplo OA a cierta
semirrecta que debamos mencionar muchas veces; en esos casos utilizaremos alguna letra miniscula, a,
b, etc. como nombre para ella.

7. Convexidad

Informalmente, la calidad de convexo tiene que ver con que el conjunto esté bien “relleno”. Por ejemplo
algunas gomas de borrar tienen formas correspondientes a conjuntos convexos y siguen siendo convexos
aunque se vayan gastando por un uso natural. Si ignoramos los agujeritos de alguna porcién de queso
(cuidado, no estamos diciendo cualquier porcién de queso), podriamos pensarlo como convexo; pero si no
los ignoramos, deberemos llamarlo no convexo.
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Para ponernos de acuerdo sobre qué es la convexidad necesitamos una definicién. Aqui juegan un
papel muy importante los segmentos.
Definicién. Se dice que un conjunto de puntos, subconjunto de €2, es convexo si sucede que cada vez
que dos puntos distintos A y B pertenecen al conjunto, entonces el segmento AB esté incluido en el
conjunto. En simbolos: X es convexo si

AcXyBeX — ABCX

Ya podemos dar varios ejemplos geométricos de conjuntos convexos. No es dificil convencerse de que
lo son los siguientes: El espacio ). Cualquier plano. Cualquier recta. Cualquier semirrecta y cualquier
semirrecta abierta. Cualquier segmento y cualquier segmento abierto o semiabierto.

Veamos, por ejemplo, como justificar que

Proposicion. Cualquier semirrecta MN es conveza.

Demostracion.

M A N B
—@ L @ @

Sean A,B € M N. Debemos probar que AB ¢ M 2\_/17 es decir que cualquier punto de AB pertenece
también a MN.

. . o—0
Como por hipotesis A y B pertenecen a M N podemos concentrarnos en demostrar que AB C M N.En
simbolos,

Xe?4_§:>XeMZV

Elegiremos como orden para la recta el que corresponde a que M preceda a N. Supongamos que en ese

orden A precede a B. Entonces los puntos de AB son los que siguen a A y preceden a B. En realidad, con
tener en cuenta la primera parte, de que “siguen a A” ya nos alcanzard para completar la demostracién.
En la semirrecta hay un punto especial, el origen, asi que nos conviene considerar dos casos segun que A
coincida o no con el origen M.

o—0
e Caso A = M: e Como los puntos de AB siguen a A, también seguirdn a M y por lo tanto pertenecen
a la semirrecta.

e Caso A # M: e Se cumplird que A sigue a M. Por transitividad, como los puntos de AB siguen a A y

o—0
A sigue a M, tendremos que los puntos de AB siguen a M y por lo tanto pertenecen a la semirrecta. u

También tenemos muchos ejemplos intuitivos de conjuntos no convexos. Por ejemplo los conjuntos de
puntos de un plano que “dibujan” las letras O, C, M o el signo de admiracién !. El conjunto de puntos
del espacio que “forman” un vaso.

La justificacién usual de que cierto conjunto de puntos X no es convexo, estd sugerida por la definicién:
bastara exhibir dos puntos distintos A y B pertenecientes al conjunto X y un punto que pertenezca al

segmento AB pero que no pertenezca a X.

Hay ejemplos geométricos, muy sencillos, de conjuntos convexos, aunque cueste un poco convencerse
intuitivamente de ello: el conjunto vacio y todos los conjuntos unitarios. Son convexos, puesto que no es
posible mostrar dos puntos distintos pertenecientes a ellos ...: no hay ningin segmento cuyos extremos
pertenezcan a esos conjuntos sin que el segmento esté incluido.

Proposicion. Si A y B son conjuntos convexos entonces AN B es un conjunto convero.

Demostracién. Sean M y N dos puntos distintos de C = AN B. (Si no existieran tales puntos en AN B
no necesitarfamos probar nada).
Debemos probar que MN C C.
e M\NeC=ANB = M,N €¢ A = ( porque A es convexo)MN C A.
En forma similar, M\, N €e C = MN C B.

e Si MN C Ay MN C B entonces, por propiedades de la interseccién de conjuntos, MN C ANB =C.

Ejercicio 7.1.- Encontrar ejemplos de conjuntos convexos cuya union sea convexa y también ejemplos de
conjuntos convexos cuya unién no sea convexa.

Ejercicio 7.2.- jHay ejemplos de conjuntos convexos cuya interseccién no sea un conjunto convexo? jPor
qué?



Capitulo 1I

Separacion en el plano y
consecuencilas

1. LLamado a la intuicion

Segun nuestros conceptos sobre rectas, planos y espacio, estos se extienden indefinidamente. Podemos
imaginar que se pueden partir “a la mitad” de muchas maneras: Si sacamos un punto cualquiera de una
recta, el resto de los puntos nos queda partido en dos “mitades”, que llamamos semirrectas abiertos. Si
sacamos una recta cualquiera de un plano, el resto de los puntos queda partido en dos “mitades” que
llamamos semiplanos abiertos. Si sacamos un plano del espacio, el resto de los puntos queda partido en
dos semiespacios abiertos.

En cambio si a un segmento lo partimos quitandole un punto que no sea el punto medio no lo “veremos”
partido en dos “mitades”.

2. Separacién en rectas, planos y espacio

Lo que conocemos sobre los érdenes naturales de los puntos de una recta, y que hemos formalizado
con el axioma del orden (pég. 8), y las definiciones dadas de segmentos y conjuntos convexos nos permiten
plantear un teorema cuya importancia, para este curso, es que tiene un enunciado parecido al del préximo
axioma que veremos.

Teorema. (De separacién de los puntos de una recta) Dado un punto O perteneciente a una rec-
ta r, el conjunto de todos los puntos de la recta, distintos de O, se divide en dos subconjuntos no vacios,
convezos, disjuntos, tales que si B pertenece a uno de ellos y C pertenece al otro entonces el segmento
BC contiene a O.

La demostracién sélo requiere interpretar el enunciado, y, luego de intuir que los subconjuntos convexos
que menciona el axioma son las dos semirrectas abiertas de origen O, hacer uso del axioma del orden y
de las definiciones de semirrectas abiertas y de segmentos para completar la prueba. Recordamos que se
dice que dos conjuntos son disjuntos si no tienen ningin elemento en comun, es decir, si su interseccién
es vacia.

Demostracion. Sean H y K dos puntos de la recta r con O entre H y K. Veremos que el conjunto de

puntos r se parte en tres subconjuntos disjuntos: {O}, ?)T'{) vy OOT(
e r={0}U OH UOK
O—
e O¢0OH
o—
e O¢0OK
13
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o— o—

e OHNOK =1

o« OH y OF son convexos.

e Sean By C tales que B € OH yC e OK. Veamos que el segmento BC contiene a O.

Supongamos elegido el orden en el que H precede a O; en ese orden, también O precede a K. Entonces
B precede a O y O precede a C'. Por lo tanto O esta entre By C, es decir O € BC.

Cuando decimos que dos figuras se intersectan o que una figura intersecta o corta a otra queremos
decir que su interseccién es no vacia; o de otro modo, que tienen algiin punto en comun.
Observemos que significan lo mismo, en relacién al teorema,

= ¢l segmento BC contiene a O

» BCN{O}#0

» La interseccién BC' N {O} es un conjunto unitario.
= el segmento BC intersecta a {O}

Los modos segundo y cuarto son mucho mas rebuscados que el primero y no tiene sentido usarlos en ese
teorema; su Unica ventaja es que es més facil generalizarlos para enunciar propiedades de separacién del
plano o del espacio.

Definiciones.

e Se dice que dos 0 mas puntos estdn a un mismo lado de un punto O si pertenecen todos a una
misma semirrecta de origen O.

e Se dice que dos puntos estdn a distinto lado de un punto O si pertenecen a semirrectas opuestas
de origen O.

La generalizacién del teorema anterior, para pasar de la recta al plano, debemos enunciarla como
axioma porque no es una consecuencia logica de los anteriores axiomas.

Axioma 9 (De separacion de los puntos de un plano). Dada una recta v incluida en un plano, el
conjunto de todos los puntos del plano que no pertenecen a r se divide en dos subconjuntos no vacios,
convezos, disjuntos, tales que si A pertenece a uno de ellos y B pertenece al otro entonces el segmento
AB intersecta a la recta .

En este caso, en que estamos pensando en un segmento y una recta tales que el segmento no estd incluido
en la recta, la interseccion del segmento y la recta tendra un tnico punto, es decir existird un punto R

tal que ABNr = {R}.

Nota. El axioma dice, expresamente, lo que ocurre con un segmento AB cuando A y B pertenecen a
distintos subconjuntos de los nombrados por el axioma; y parece no decir nada de lo que ocurre con el
segmento cuando ambos puntos pertenecen al mismo subconjunto. Sin embargo si nos dice algo para ese
caso: que ambos subconjuntos son convexos; y como consecuencia inmediata de ello y de que no contienen
puntos de 7, si A y B pertenecen ambos a uno de esos subconjuntos entonces AB esté incluido en ese
subconjunto y ABNr = (.

Definiciones.
e Dada una recta r de un plano m,

o a cada uno de los dos subconjuntos convexos del axioma 9, de separacién, aplicado a 7 y a r se le
llama semiplano abierto de borde r, y se dice de ellos que son semiplanos abiertos opuestos,
o que uno es opuesto del otro.
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o A la recta r se la llama borde o frontera de cada uno de esos semiplanos abiertos.

En la figura anterior uno de los semiplanos abiertos se visualiza como el conjunto de puntos arriba
y a la derecha de la recta r, llamémosla « y el otro como el conjunto de puntos por debajo y a la
izquierda de la recta r, llamémosle o’; y se cumple B€ ay A € /.

Usualmente, para sugerir a esos semiplanos abiertos, en lugar de rayar o sombrear toda la regién —j
no terminariamos nunca— rayaremos sélamente una pequena zona cerca del borde del semiplano;
todo ello a efectos de permitir que se vean claramente en la figura otros puntos y rectas que puedan
interesarnos.

e A la unién de cada semiplano abierto con su borde se le llama semiplano, o si se desea darle un
adjetivo semiplano cerrado.

e Dos semiplanos, es decir semiplanos cerrados, se dicen semiplanos opuestos o semiplanos cerrados
opuestos si los correspondientes semiplanos abiertos lo son.

e A la recta que es borde de un semiplano abierto también se le llama borde o frontera del semiplano
(cerrrado).

e Se dice que dos 0 mas puntos estdn a un mismo lado de una recta si pertenecen a un mismo
semiplano abierto de borde la recta.

e Se dice que dos puntos estan a distinto lado de una recta si los puntos pertenecen a semiplanos
abiertos opuestos de borde la recta.

De acuerdo a las definiciones, y como consecuencia del axioma de separacion,

Proposicion. Dos puntos no pertenecientes a una recta v estan a distinto lado de la recta si y sdlo si
el segmento determinado por los puntos intersecta a r. Y dos o mds puntos coplanares con una recta r
estan a un mismo lado de la recta r si sucede que los segmentos determinados por cada par de puntos no
intersecta a .

Antes de estudiar las propiedades de los semiplanos que nos permitirdn definir interiores de algunas fi-
guras, enunciaremos una generalizacion del axioma de separacién del plano que involucra a todo el espacio.

Teorema. (De separacién de los puntos del espacio) Dado un plano 7, el conjunto de todos los
puntos del espacio ) que no pertenecen a w se divide en dos subconjuntos no vacios, convexos, disjuntos,
tales que si A pertenece a uno de ellos y B pertenece a otro entonces el segmento AB intersecta a ; es
decir ezistird un punto H tal que ABN7 = {H}.

No lo demostraremos aqui ni aconsejaremos a los alumnos que lo intenten. Si de todos modos alguno
desea hacerlo, seguramente sera preferible que lo haga luego de terminar este tema.

Lo hemos llamado teorema porque se puede demostrar utilizando los axiomas disponibles; en especial el
axioma 5 que dice “No es posible que la interseccion de dos planos sea un conjunto unitario”. En algunos
libros el teorema recién enunciado aparece como axioma y entonces se puede demostrar como teorema a
nuestro axioma 5.

Definiciones.
e Dado un plano 7,

o a cada uno de los subconjuntos convexos del teorema de separacién se le llama semiespacio abierto
de borde el plano 7. Y se dice de ellos que son semiespacios abiertos opuestos o que uno es
opuesto del otro.

En la figura se visualiza a uno de ellos, nombrado «, como el conjunto de puntos a la derecha del
plano 7 y al otro, nombrado o, como el conjunto de puntos a la izquierda de .

o Se llama borde o frontera de esos semiespacios abiertos, al plano 7.

e A la unién de cada semiespacio abierto con su borde se le llama semiespacio, o si se desea darle un
adjetivo semiespacio cerrado.

e Al plano que es borde de un semiespacio abierto se le llama también borde o frontera del semiespacio
o semiespacio cerrado.
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e Dos semiespacios —semiespacios cerrados— se dicen opuestos o que uno es opuesto del otro si los
semiespacios abiertos correspondientes son opuestos.

e Se dice que dos o mas puntos estdin a un mismo lado de un plano si pertenecen a un mismo
semiespacio abierto de borde el plano.

e Se dice que dos puntos estdan a distinto lado de un plano si los puntos pertenecen a semiespacios
abiertos opuestos de borde el plano.

De acuerdo a las definiciones,

Proposicion. Dos puntos estdn a distinto lado de un plano 7, al que no pertenecen, si y sélo si el
segmento determinado por los puntos intersecta a w. Y dos o mads puntos estan a un mismo lado de w st
sucede que los segmentos determinados por cada par de puntos no intersecta a .

3. Semiplanos

Muy frecuentemente haremos abuso del lenguaje, dado que no hay peligro de confusiones, hablando
de semiplano de borde cierto segmento o cierta semirrecta cuando deberiamos referirnos a la recta que
incluye al segmento o a la semirrecta. Y también hablaremos de semiespacio de borde cierto semiplano o
cierto tridngulo cuando deberiamos decir de borde el plano que incluye al semiplano o al triangulo.

Nota. Insistimos en que con “semiplano” a secas nos referimos a la uniéon del semiplano abierto junto
con su borde.

Podemos recordar, en forma resumida, al axioma de separacién, diciendo que cada recta de un plano
determina dos semiplanos del mismo.

Si r es una recta y A es un punto que no pertenece a r, sabemos que hay un tnico plano que los
contiene. La recta r divide a ese plano en dos semiplanos; el punto A nos permitira distinguir cada uno
de esos semiplanos determinados por r: Hablaremos del semiplano, ya sea cerrado o abierto, de borde r
que contiene a A y del semiplano, ya sea cerado o abierto, opuesto a él.

Nota. Si estamos trabajando con todo el espacio, y el punto A no pertenece a la recta r, la expresién
“semiplano de borde r que no contiene al punto A” podria aplicarse a cualquiera de los infinitos semiplanos
que no contienen a A; sin embargo la costumbre nos hace pensar que con esa expresiéon nos referimos
exactamente al opuesto del semiplano que contiene a A. Sin duda, sera preferible decir, expresamente,
semiplano opuesto al de borde r que contiene a A.

Para nombrar a los semiplanos usaremos letras griegas; el misma tipo de letras que también usamos
para nombrar a planos.

Es inmediato, en virtud del axioma de separacién, que los semiplanos abiertos son convexos. Veremos
que los semiplanos, es decir los semiplanos cerrados, también lo son. Recordamos que necesitaremos
asegurarnos de que dos puntos cualesquiera de un semiplano determinan un segmento formado por puntos
del semiplano. Claro que si esos dos puntos pertenecen al semiplano abierto, ya sabemos que se cumple
porque los semiplanos abiertos, por el axioma de separacién, son convexos. Y también se cumple si
pertenecen ambos al borde, porque las rectas también son conjuntos convexos. Sélo queda el caso en que
un punto pertenece al borde y el otro punto pertenece al semiplano abierto. Para este caso nos es muy
ttil el teorema que veremos a continuacion.

El lector no debiera asombrarse si no entiende porqué hay que demostrar cosas tan “evidentes” como
las de este capitulo; después de todo, recién en el siglo XIX se dieron cuenta los matematicos de que era
necesario hacerlo. Por otro lado, no es grave si los estudiantes de primer ano aceptan estos teoremas sin
estudiar su demostracion.

Teorema. Sean o y o' semiplanos opuestos de borde r; o y o incluidos en un plano 7. Cada semirrecta
de 7 con origen en uno de los puntos de r estd contenida en alguno de los semiplanos « o o’. Mds ain, st
P es un punto de r, y una semirrecta de extremo P estd contenida en «, entonces la semirrecta opuesta
estd contenida en el semiplano opuesto . (Nos estamos refiriendo a semirrectas cerradas y a semiplanos
cerrados).

Demostracion. Sea P e€ry A€ m, con A# P.

e Si A €r entonces PA C r con lo cual PA C a y también PAcuo.
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e A€ a—r. Veamos que PAcCa v que la semirrecta opuesta estd contenida en el semiplano opuesto.
Como ya sabemos que P y A pertenecen a a s6lo debemos probar que cualquier otro 7' de la semirrecta
pertenece a a.

o SeaT € PA — {P, A}. Por el axioma de separacién del plano aplicado al plano «, y a la recta r,
T debe pertenecer a r o a alguno de los semiplanos abiertos de borde r. Pero a la recta r no puede
pertenecer pues T # P; y si perteneciera al semiplano abierto opuesto al que contiene a A deberia
ocurrir que T A intersectara a r en el tnico punto posible P y en consecuencia P estarfa entre A y
T en contradicciéon con que T € PA. Asi que T debe estar del mismo lado de r que el punto A, es
decir T' € . Como eso vale para todo T € PA tenemos que PAca.

o Sea p’ la semirrecta opuesta de la PA y S €p' con S # P. Entonces P estd entre A y S con lo cual
PcTSyTSnr={P}#0porloqueS y A pertenecen a distintos semiplanos abiertos de borde
r, es decir S € o/. Como esto vale para cualquier punto S de p’ concluimos que p’ C o' =

Corolario. Los semiplanos son conjuntos convezos.

Demostracion. Sea « un semiplano de borde r. Llamemos § al correspondiente semiplano abierto de
borde r. Es decir
a=pUr.

Sean M y N puntos de «. Nuestro objetivo es probar que el segmento M N esta incluido en «. Dividiremos
el estudio en varios casos segin que los puntos M y N pertenezcan a § o a r.

e Si M y N pertenecen ambos a 3, como 3 es un semiplano abierto y los semiplanos abiertos son convexos,
resultard que M N C f3; y como 8 C « serd también M N C a.

e Si M y N pertenecen ambos a r, como r es una recta y las rectas son conjuntos convexos, resultara que
MN C r;y como r C « tendremos que M N C a.

e SiM ery N € f=a—r: Por el teorema anterior se cumple que MN C o. Como ademés MN C MN
concluimos que M N C a.

e Si Neryque M € = a—r: Este caso es “esencialmente” el mismo que el anterior. =

Puntos interiores y exteriores en la geometria elemental

Advertimos a los estudiantes que en cursos posteriores de andlisis pueden encontrar definiciones no
coincidentes con las que daremos aqui. Por ejemplo en este curso diremos que el centro de una circunfe-
rencia es un punto interior a la misma, aunque sabemos que el centro no pertenece a la circunferencia:
si pertenece al circulo pero no pertenece a la circunferencia. En analisis, una —no la tinica— de las con-
diciones que se pide para hablar de punto interior a un conjunto es que el punto pertenezca al conjunto.
Evitar, en este curso, esos cambios en el significado de las palabras es posible; pero exigiria utilizar frases
maés largas. .. No lo haremos. Este asunto nos servird como un ejemplo més de que el significado de las
palabras depende del contexto en que se las use.

Generalmente, para este curso, y en relacién a algunos de los conjuntos de puntos ya conocidos,
hablaremos de:

= puntos de X, cuando X es un plano, recta, semiplano, semirrecta, segmento, angulo, triangulo,
etc., para indicar puntos pertenecientes a X.

= puntos interiores de X: esto requerira definiciones especiales.
Por ejemplo llamaremos puntos interiores de un segmento genérico de extremos A y B a los perte-

. o—0
necientes a AB.

= puntos exteriores de X para indicar: si la figura estd incluida en un plano, seran los que siendo
coplanares con la figura, no pertenezcan a la misma ni tampoco sean interiores. Si la figura no
estd incluida en un plano, serdn exteriores todos los puntos que no pertenezcan a la figura ni
tampoco sean interiores.

4. Angulos y sectores angulares

Daremos varias definiciones relativas a dngulos.

Nota. Los estudiantes no deben sentirse obligados, en general, a recordar palabra por palabra estas
definiciones u otras de los cursos matematicos; mas bien es conveniente que, en lo posible, luego de
haberlas entendido y de haber prestado atencién a los detalles delicados que puedan tener, sean capaces
de evocar o imaginar uno o maéas ejemplos y contraejemplos y a partir de ellos puedan reconstruir la
definicién. Naturalmente, las primeras veces sera conveniente comparar la definicién propia con la “oficial”
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para ver si significan lo mismo ... En particular, es posible que en otros cursos se trabaje con definiciones
diferentes para dngulos, tridngulos etc., llamando dangulo a lo que nosotros llamaremos sector angular y
tridngulo a lo que nosotros llamaremos regién triangular.

Definiciones. Se llama angulo a la unién de dos semirrectas distintas de origen comin y no opuestas.
Cada una de las semirrectas se llama lado del angulo y el origen comtn se llama vértice del angulo.

S/i\las segigectas lados del angulo son p = opP yq= @ denotaremos al dngulo como @ , Q/O?) ,
pPa o 4qp .

Nota. Observamos que la notacién @ sélo tiene sentido o significado en el caso en que P, O, y Q
son tres puntos no alineados.

Es inmediato que, con la definicién dada, ningin dngulo es convexo. Si el angulo es m , seguro que
tanto P como Q pertenecen a ’OQ y sin embargo el segmento PQ no esté incluido en POQ ya que

los puntos de ese segmento que estdn entre P y el @ no pertenecen al angulo @ (de otro modo, los
puntos P, @, O estarian alineados en contradiccién con que las semirrectas que son lados del angulo eran
distintas y no opuestas).

Lo pedido para las semirrectas p y ¢ implica que no sean colineales. Mas adelante levantaremos la
restriccién de que las semirrectas no sean colineales y hablaremos también de dngulo aun cuando p y
q sean colineales: si p = ¢ tendremos un angulo nulo; y si p y ¢ son opuestas opuestas, tendremos un
angulo llano. Estos dngulos especiales si resultardn conjuntos convexos ya que son simplemente una
semirrecta cuando p = ¢ y una recta cuando p y ¢ son semirrectas opuestas.

e Decimos que dos angulos son opuestos por el vértice si los lados de uno de ellos son semirrectas
opuestas de los lados del otro.

e Decimos que dos dngulos son adyacentes si tienen un lado comtn y los otros lados son semirrectas
opuestas.

Observamos que dos rectas secantes, es decir dos rectas concurrentes y distintas, determinan cuatro
angulos; uno cualquiera de los angulos es opuesto por el vértice de otro de los dngulos y es adyacente

con cualquiera de los dos restantes.
T T~

AOB y A’OB’ son opuestos por el vértice
T —
AOB y A’OB son adyacentes
T
A€ AOB
—
O € AOB
—
P ¢ AOB
—
P es interior al &ngulo AOB
—
A" ¢ AOB
T
R ¢ AOB

—
A’ B’ y R son exterioresal angulo AOB

T >
e Se llama interior de un dngulo AOB a la interseccién del semiplano abierto de borde OA que
>
contiene a B con el semiplano abierto de borde OB que contiene a A.
e Se llama punto interior de un angulo a cualquier punto perteneciente al interior del mismo.

e Se llama semirrecta interior de un angulo AOB a cualquier semirrecta de origen O, vértice del
angulo, que contenga un punto interior. (Notar que una semirrecta interior no esta totalmente incluida
en el interior del .angulo: su origen no es un punto interior).

—
e Se llama sector angular del dngulo AOB a la unién del dngulo con su interior. Insistimos en que en
muchos libros de geometria, se llama “dngulo” a lo que en este curso llamamos sector angular.

e Se llama punto exterior de un angulo a cualquier punto, coplanar con O, A y B, que no pertenezca
ni al 4ngulo ni a su interior.
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e Se llama exterior de un angulo al conjunto de todos los puntos exteriores al angulo.

Como la interseccién de conjuntos convexos es convexo (ver demostracién en pég. 12), podemos
asegurar que tanto el interior de cualquier dngulo como cualquier sector angular son conjuntos convexos.
En cambio, el exterior de un angulo—nos referimos a un angulo no nulo ni llano—no es un conjunto
convexo. (Se deja como ejercicio).

Teorema. Dado un dngulo y una semirrecta interior al dngulo, entonces la semirrecta intersecta a
cualquier segmento que se apoye en los lados del dangulo.

Demostracién. La propiedad es evidente si uno de los extremos del segmento coincide con el vértice del
angulo. Asi que en lo que sigue supondremos que no es ese el caso que nos ocupa.
Sea O el vértice del angulo y M y N los extremos del segmento, distintos del O. El angulo lo podemos

— —>
nombrar con M ON. Sea « el semiplano abierto de borde OM que contiene a N y o’ su opuesto. Y sea (3

el semiplano abierto de borde ON que contiene a M, y 3 su opuesto.

Sea p la semirrecta interior, por lo tanto con origen O. Sea ¢ la semirrecta abierta correspondiente a p,
es decir ¢ = p—{O}; y sea ¢’ su opuesta. Se cumple ¢ C aNPBy ¢ C o’ NG Sea p, la recta que contiene
a p (y a ¢ y sus opuestas).

La idea central de la demostracion es justificar que M y N estan a distinto lado de la recta p,; utilizaremos
un punto auxiliar N/ con O entre N y N’. Resultard que N’ est4 del mismo lado de p, que M y de distinto
lado de p, que N. La justificacién de que M y N’ estdn del mismo lado de p, se apoya, en las propiedades
de los semiplanos «, o/, By (.

e N’ estd del mismo lado de p, que M porque—ver anotaciones de la figura—el segmento N’M no corta
a p, ya que no corta ni a la semirrecta ¢, ni a la ¢’; y tampoco contiene al origen de ellas. (Como ni

o——=O
N’ ni M pertenecen a p, alcanza con que nos ocupemos de N'M).

o———oO
N'M nq =0 porque
_ o—
p,q N'MCMN' CdyqcCa,
con a y « disjuntos.
o———oO
N'M n¢q =0 porque
o———oO o—
N'McN'Mcp
yq¢ C B,y By p son disjuntos.
o——=0
O ¢ N'M porque
O, N’ y M no estdn alineados.

En conclusién, M y N’ estdn del mismo lado de p, es decir pertenecen a un mismo semiplano de borde
Po-

e N’y N estan a distinto lado de p, porque NN Np, = {O} # 0.

Por lo tanto M y N pertenecen a semiplanos opuestos de borde p,. Entonces por el axioma de separacion,

el segmento M N intersectard a la recta p, en un punto llamémosle H. Como M y N pertenecen ambos
a a N G lo mismo ocurre con H y entonces H debe pertenecer a la semirrecta p y no a su opuesta. u

5. Triangulos y regiones triangulares

C

A H Ke AIA?C

P,B,R¢ AIA?C

P es interior al triangulo ﬁlgc
B’, R son exteriores al ABC

— A
BAC es uno de los tres dngulos del triangulo ABC

— A
B’ AC es uno de los seis dngulos exteriores del tridgngulo ABC

Definiciones.

e Dados tres puntos no alineados A, B y C,
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o se llama tridangulo de vértices A, B y C a la unién de los tres segmentos AB, BC' y C'A; se denota

A
con ABC.
o se llama vértice del tridngulo a cada uno de los puntos A4, B, C.

o se llama lado del tridngulo a cada uno de los segmentos AB, BC, CA.

o Se llama interior del triangulo a la intersecciéon de los semiplanos: de borde AB que contiene a
C, de borde % que contiene a A y de borde C('_>A que contiene a B.
o Se llama angulo del tridngulo o angulo interior del tridangulo a cualquiera de los angulos
T T T
ABC, BCA, CAB.
e Se llama punto interior de un tridngulo a cualquier punto perteneciente al interior del tridngulo.

e Se llama punto exterior de un triangulo a cualquier punto coplanar con él, que no pertenezca ni
al angulo ni a su interior.

e Se llama regién triangular de un triangulo a la unién del tridangulo junto con su interior.

e Se llaman angulo exterior de un triangulo a cualquiera de los dngulos adyacentes de un angulo del
tridangulo. Cada tridngulo tiene seis angulos exteriores.

6. Poligonos, y regiones poligonales

Definiciones.

Lo —— ——
e Dados n puntos distintos A, As, ..., A, de un plano « con n > 3 y tales que cada recta A; Ay, Az As,
.oy Ap_1 A, ApA; determina un semiplano de « que contiene a todos los puntos dados.

o llamamos poligono (convexo) determinado por esos puntos, en ese orden, a la unién de los seg-
mentos siguientes:

A1As UAA3U---UA, 14, UA A

o los puntos Ay, Ay, ... A, se llaman vértices del poligono (convexo).
o cada uno de los segmentos

A1As, AsAsz, ... A A, AA

se llama lado del poligono (convexo).
o cada angulo /\ /\ o
ApALAy, ATAZ A3 . AgTiAnA
se llama dngulo del poligono (convexo) o dngulo interior del poligono (convexo).

e A un dngulo adyacente de un dngulo interior de un poligono (convexo) se le llama dngulo exterior
del poligono (convexo).

A
1 B,
Ao
B3 Bo
Ay As By
poligono (convexo) no es poligono (convexo)

Nota. Observamos que estamos llamando “poligono (convexo)” a figuras que ciertamente no son con-
vexas. Deberfamos decir “poligono de interior convexo”.

El tridngulo es un caso particular de poligono (convexo), con tres vértices y tres lados.

Se deja como ejercicio generalizar las definiciones de interior de un tridngulo, regién triangular, y
exterior de un tridngulo, para obtener definiciones de interior de un poligono (convexo), regién
poligonal convexa, exterior de un poligono (convexo) y convencerse de que el interior y la regién
poligonal son conjuntos convexos mientras que ni el poligono (convexo), a pesar de su nombre, ni el
exterior lo son.

Teorema. Sean Ai,...A, los vértices de un poligono (convexo) contenido en un plano w. Sea O un
)

punto interior del poligono y p una semirrecta del plano w con origen en O. Entonces la semirrecta y el

poligono tienen exactamente un punto en comun.
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Demostracion. Daremos sélo la idea de la demostracion.

fSép\zede justificar que con las semirrectas OA;, OAs, ..., OA, se divide al plano en n sectores angulares:
104y | A20A3 .. A,OA; | Por lo tanto la semirrecta p estard incluida en alguno de los sectores

angulares. Por ejemplo como en la figura en el sector A30A4. Entonces alguna de estas tres cosas debe
suceder:

T~
(a). p es interior al 4ngulo A3A4 | como sugiere la figura, y entonces por el teorema de la semirrecta
interior de un dngulo, p intersecta en un punto al lado A3 Aj,.
(b). OAs = p, y entonces As es el tnico punto en comun.
(¢). OAy = p, y entonces Ay es el tinico punto en comun.

Algunas preguntas:

= ;Se pueden unir dos puntos interiores de un poligono (convexo) con un segmento de puntos interio-
res? Si, porque el interior del poligono (convexo) es convexo.

= ;Se pueden unir dos puntos exteriores con un segmento de puntos exteriores? No siempre, y es por
ello que el exterior del poligono (convexo) no es convexo.

Sin embargo se puede probar que dos puntos exteriores si pueden unirse por una “cadena”’ de segmentos
formados por puntos exteriores.

Definiciones. Dados n puntos de un plano «, Ay, Ao, ..., A,, conn > 2, se llama poligonal determinada
por esos puntos en ese orden a la unién de segmentos

A1 Ay UAA3U---UA, 1A,

Maés preguntas:

. Cualquier poligono (convexo) es una poligonal? ;Cualquier poligonal es un poligono (convexo)? A
modo de respuesta, enunciaremos un teorema que no demostraremos; pero lo acompanaremos de figuras
que sugieren los pasos de una demostracién.

Teorema. (De Jordan) Dado un poligono (convezo) y dos puntos ambos interiores o ambos exteriores
stempre pueden unirse por una poligonal que no corta al poligono. Y toda poligonal que une en punto
interior con uno exterior si corta al poligono. (Puede cortarlo més de una vez).

AQ A2

Ag
Ay Aa

7. Algunos otros conjuntos de interés

Definiremos algunos conjuntos de puntos y/o de semirrectas y/o semiplanos que utilizaremos poste-
riormente. Y también daremos algunas definiciones de conjuntos de puntos, muchos de ellos familiares a
los alumnos.
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Reiteramos que simplificaremos las expresiones, cuando no sea posible la confusién hablando, por
ejemplo, de un “semiespacio de borde cierto semiplano ...”, cuando debiéramos decir “semiespacio cuyo
borde incluye a tal semiplano ...”

Definiciones.
e Dado un plano a y un punto O € «a:

o Se llama haz de semirrectas del plano o de centro O al conjunto de todas las semirrectas de
origen O contenidas en a.

o A O se le llama centro del haz.
e Dado un punto O:

o Se llama radiacién de semirrectas de centro O al conjunto de todas las semirrectas del espacio
de origen O.

o A O se le llama centro de la radiacién.
e Dada una recta r:

o Se llama haz de semiplanos de borde r al conjunto de todos los semiplanos del espacio de borde
r.

o A r se le llama eje del haz de semiplanos.

%

r Haz de semiplanos de eje r

[

\ R

Diedro o Angulo diedro
Unién de caras

Caras: semiplanos «,
Arista: recta r
Interior: ...

Exterior: ...

e Se llama diedro o angulo diedro a la unién de dos semiplanos distintos de igual borde no opuestos,
es decir la unién de dos semiplanos no coplanares. Si los semiplanos son « y 3, denotaremos al diedro

>
aUpB con @B . Ademis:

o ay (3 son las caras del diedro.
o Al borde de los semiplanos se le llama arista del diedro.

o La interseccion de los semiespacios abiertos, cada uno con borde una de las caras y que contiene a
la otra cara, se llama interior del diedro.

[¢]

Se llama exterior del diedro al conjunto de puntos del espacio que no pertenecen ni al interior ni
a ninguna de las caras del mismo.

Un angulo diedro tiene dos caras y una arista.
e Dadas tres semirrectas de igual origen y no coplanares a, b/LC se llama triedro o angulo triedro
— —
determinado por ellas a la unién de los sectores angulares ab , bc y ca .

o A cada una de las semirrectas nombradas se la llama arista del triedro.
o Se llama vértice del triedro al origen de las tres aristas
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o A cada uno de los sectores angulares nombrados se le llama cara del triedro.

o La interseccion de los interiores de tres semiespacios, cada uno con borde una de las caras y que
contiene a las caras restantes, se llama interior del triedro.

o Se llama exterior del triedro al conjunto de puntos del espacio que no pertenecen ni al interior ni
a ninguna de las caras del mismo.

Un angulo triedro tiene tres caras, tres aristas y un vértice.

D

Triedro o Angulo triedro
Unién de caras

Caras:
sectores angulares de
T T T
ab , bc , ca
Aristas: semirrectas a, b, ¢
Vértice: D
Interior: ...
Exterior: ...
e Dadas n semirrectas con un mismo origen, aj, as, ...a, tales que existe algiin plano que corta a cada

una de las semirrectas en puntos que son vértices de un poligono (convexo), se dice que determinan un
angulo poliedro, de acuerdo a lo siguiente:

o Se llama cara de un angulo poliedro a cualquiera de los sectores angulares determinados por los
pares de semirrectas “vecinas” (a1,asz), (az2,a3), ... (an-1,an), (an,a1).

o Se llama angulo poliedro a la unién de todas sus caras.

o Se llama arista de un angulo poliedro a cualquiera de las semirrectas a1, ao, ...a,. Las aristas
son los lados de las caras del angulo poliedro.

o Se llama vértice de un angulo poliedro al origen comtin de todas sus aristas. Es el vértice de
todas las caras del dngulo poliedro.

o La interseccién de los interiores de los n semiespacios, cada uno con borde una de las caras y que
contiene a las caras restantes, se llama interior del angulo poliedro.

o Se llama exterior de un angulo poliedro al conjunto de puntos del espacio que no pertenecen ni
al interior ni a ninguna de las caras del mismo. Un dngulo poliedro de n aristas tiene n caras y un
vértice.

Angulo poliedro

Unién de caras
Caras: sectores angulares ab |,
T~ T

bc ,..., ea

Aristas: semirrectas a, b, ..., e
Vértice: O
Interior: ...
Exterior: ...

e Dados cuatro puntos no coplanares A, B, C'y D se llama tetraedro determinado por esos puntos a

A A A A
la unién de las cuatro regiones triangulares ABC, ABD, ACD, BCD.
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Cada una de esas regiones triangulares se llama cara del tetraedro.
Cada lado de esos tridangulos, segmentos AB, AC, AD, BC, BD, C'D, se llama arista del tetraedro.
Los puntos nombrados, vértices de las caras, se llaman vértices del tetraedro.

La interseccion de los cuatro semiespacios abiertos de borde cada una de las caras y que contienen
al vértice restante, vértice opuesto a la cara, se llama interior del tetraedro.

Los puntos que no pertenecen al interior ni a ninguna de sus caras forman el exterior del tetraedro.

Un tetraedro tiene cuatro vértices, seis aristas y cuatro caras.

D
Tetraedro
Unién de caras
Caras: regiones triangulares de

A A A A
ABC, ABD, ACD, BCD
Aristas: segmentos AB, AC, AD,
BC, BD, CD
Vértices: A, B, C, D
A Interior: ...
Exterior: ...

B

e Un poliedro (convexo) de n caras es la unién de n regiones poligonales, no coplanares dos a dos,
llamadas caras del poliedro, tales que

. Cada cara es borde de un semiespacio que contiene a las demds caras.

. La interseccién de dos caras distintas o bien es vacia, o un vértice de ambas caras, o un lado de

ambas caras.

Si una cara tiene m lados, entonces habra otras m caras tales que con la primera comparten exac-
tamente un lado.

Los lados de los poligonos que definen las caras del poliedro reciben el nombre de aristas del
poliedro.

Los vértices de esos mismos poligonos se llaman vértices del poliedro.

Se llama interior del poliedro a la interseccién de los interiores de los n semiespacios de borde
cada una de las caras y que contienen a las demaés caras.

Se llama exterior del poliedro al conjunto de puntos no pertenecientes a su interior ni a ninguna
de sus caras.

Para un poliedro (convexo) de n caras, donde no necesariamente todas las caras tienen igual cantidad
de lados, no es posible establecer cuantos vértices y cuantas aristas tendra. Pero se cumple la conocida
férmula de Euler: v — a + ¢ = 2, donde v es el nimero de vértices, a es el nimero de aristas, y ¢ =n

(&

s el numero de caras.

Nota. En forma similar a lo que ocurre con los poligonos (convexos), un poliedro (convexo) no es un
conjunto convexo, aunque si es convexo su interior.

trie

Senalamos también que si bien un diedro y un angulo diedro son la misma cosa, al igual que un
dro y un dngulo triedro, no ocurre lo mismo con un poliedro y un angulo poliedro: por ejemplo, un

angulo poliedro tiene un tinico vértice y sus caras son regiones angulares; y un poliedro tiene cuatro o
mas vértices y sus caras son regiones poligonales.

Se deja como ejercicio verificar que el triedro es un caso particular del angulo poliedro y que el

tetraedro es un caso particular del poliedro (convexo).



Capitulo 111

Transformaciones biyectivas
Transformaciones rigidas del espacio

1. Introduccion

Un modo de profundizar el estudio de un conjunto, en cuanto a algunas propiedades, es analizar cuan
“intercambiables” son sus elementos, o por el contrario cuan especiales son algunos de ellos.

Esto es aplicable, incluso a un conjunto de amigos que desea organizarse para disfrutar del tiempo libre.
Seguramente tendran que ocuparse de algunas tareas, como ir a comprar entradas para los espectaculos,
comprar refrescos, etc. Y puede ser que aparezca una lista con la distribucién de tareas entre los amigos.
(Quizds a varios les tocé la tarea de no hacer nada ...). Si entre las tareas hay algunas notoriamente
mas agradables o més penosas que otras, puede valer la pena, de vez en cuando, intercambiar tareas para
distribuir la carga en forma mas justa. Esos intercambios pueden ser “sencillos” como “Para esta semana
lo que hacia la persona A lo hara la persona B y lo de la persona B lo hard la persona A y las demaés
no cambian” o menos sencillos como “desde hoy lo que hacia la persona A lo haré la persona B, lo de la
persona B lo hard la persona C, y lo de la persona C lo hard la persona A; y para los demés, lo que hacia
D, etc. 7 Se puede pensar en programar las actividades para muchas semanas utilizando en definitiva
todos los modos posibles de intercambiar las asignaciones iniciales. Cada intercambio de asignaciones
corresponderd a una transformacion biyectiva.

El problema se complica si algunas personas no estdn capacitadas para alguna de las tareas o si
ciertas tareas requieren de dos o méas personas con caracteristicas especiales. Eso resultara en que alguno
de los modos de asignaciéon no sean posibles. Es decir algunas de las transformaciones biyectivas no
serd conveniente efectuarlas si se pretende que las tareas sigan ejecutandose correctamente: entre todas
las transformaciones biyectivas habra que seleccionar las que permitan que se sigan cumpliendo las tareas
correctamente.

Nos preocuparemos de transformaciones biyectivas del espacio o de algin subconjunto de puntos de
él. Aqui, una de las “tareas” fundamentales que “saben” o “no saben” cumplir las ternas de puntos es
estar alineados; por eso una de las condiciones, aunque no la tnica, que pediremos a las transformaciones
biyectivas para llamarlas rigidas es la de no intercambiar una terna de puntos alineados con una terna
de puntos no alineados.

Las transformaciones biyectivas que llamaremos rigidas estan sugeridas por los movimientos de los
objetos: Si pensamos en el conjunto de puntos del espacio “ocupados” por un objeto en determinado
momento, y luego movemos el objeto a otro lugar, podemos pensar en una correspondencia en la que a
los puntos ocupados inicialmente les corresponde los puntos ocupados en la nueva posicién, Y podemos
imaginar también que a los puntos no ocupados inicialmente por el objeto les correspondan los puntos no
ocupados finalmente por el objeto: De algin modo, y aprovechando que el espacio se extiende indefini-
damente hacia todos lados imaginaremos que hay una correpondencia del espacio en si mismo en la que
ocurre lo dicho y en la que se preservan todas las distancias (aunque aun no sepamos precisar el concepto
de distancia) . ..

2. Transformaciones biyectivas

Definicién. Una transformacién biyectiva de un conjunto o una biyeccién es una funcién biyectiva
del conjunto en si mismo.

En lo que sigue usaremos la abreviatura “t.b.” para indicar transformacién biyectiva y también para
indicar transformaciones biyectivas.

Si p es una t.b. de un conjunto X, p estard dada por una ley o conjunto de reglas para hacer

25
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corresponder a cada elemento P del conjunto X un elemento de X, que se llamard imagen de P por p
y se denotard pu(P). (Se lee “mu de P”).

A veces usaremos la expresién “u envia cierto punto A a cierto punto B”, o “transforma cierto punto
A en cierto punto B”; eso significara, ni mas ni menos, que al punto A le corresponde en la transformacién
u, el punto Bj; es decir pu(A) = B.

La ley estara plasmada por un conjunto de pares ordenados de elementos correspondientes de X en
los que el segundo elemento sera la imagen por u del primero, y serd tal que:

= cada elemento de X tiene una tnica imagen por p. (u es una funcién de dominio X).

= cada elemento de X" es imagen por p de un tinico elemento. (u es inyectiva y es sobreyectiva sobre
X).

O en otras palabras cada elemento de X’ aparece exactamente una vez como primera componente de un
par ordenado de correspondientes y exactamente una vez como segunda componente de un par.

Si el conjunto X es finito, y 1 es una t.b. de X, es posible representarlos graficamente, con un punto
por cada elemento del conjunto X y una flecha por cada par de elementos correspondientes por u; una
flecha que sale de un punto representante de un elemento P de X y llega al punto que representa al
elemento p(P) de X.

Para que un conjunto de flechas represente a una t.b. de X, deberéd haber exactamente una flecha que
sale de cada punto y exactamente una flecha que llega a cada punto.

En los ejemplos siguientes X = {4, B, C'} es un conjunto finito. Veamos algunos ejemplos de t.b.

a N N O N
2 [ ¢ c

C

Y | et | A

N N A N R

= 11. En esta t.b. cada elemento tiene por imagen a si mismo. Se llama transformacién identidad,
y la denotaremos por id. Se cumple: id (4A) = A, id (B)=B, id (C)=C

m po. Se tiene: pa(A) = B, ua(B)=A4, wue(C)=C.
= p3. Se tiene: uz(A) = B, p3(B)=C, u3(C)=A.

Las siguientes no representan t.b. (Representan relaciones que no son t.b.). Con una razén que demos
para justificarlo alcanzara.

Qo
Q

= 44 1o es t.b. pues hay dos flechas que salen de A. ( Otra razén: hay dos flechas que llegan a C'. Pero
insistimos en que, con dar una condicién que no se cumple alcanza para justificar que la relacién
no es una t.b.).

= 45 no es t.b. porque, por ejemplo, de C no sale ninguna flecha.

= 46 no es t.b. porque, por ejemplo, a C' no llega ninguna flecha.
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Puede interesarnos conocer cuantas t.b. de un conjunto & dado existen.

Por lo pronto, para cualquier conjunto X se puede definir la transformacién identidad: id(P) = P
para todo P € X.

Para el ejemplo anterior, X = {A, B,C}, que tiene tres elementos hay exactamente 6 t.b.: las tres
representadas y otras tres més (se deja como ejercicio indicarlas). Para un conjunto de n elementos existen
n!=n(n—1)(n—2)---2-1 biyecciones o permutaciones. Si X tiene infinitos elementos tendremos infinitas
biyecciones.

Algunas transformaciones biyectivas de subconjuntos de (2

Cuando observamos una figura geométrica muchas veces advertimos “simetrias” en ellas que tienen
que ver con la intercambiabilidad de los puntos de la figura en relacién a las propiedades que nos intere-
san. (Si recordamos la introduccién, ciertos subconjuntos de puntos cumplen con la “tarea” de asegurar
cierta propiedad de la figura y sélo pueden ser intercambiados con otros que aseguren también la misma
propiedad).

Por ejemplo, t.b. de un tridngulo en si mismo hay infinitas. Una sencilla de describir es elegir dos
puntos cualesquiera del tridngulo —sean o no vértices— y que la t.b intercambie esos dos puntos dejando
fijos a los demads. Si nos interesan t.b. que preserven la alineacion de puntos sigue habiendo infinitas
posibilidades pero en todas ellas la imagen de un vértice deberd ser otro vértice; si pretendemos que
ademds se preserven todos los tamanos, entonces las posibilidades se reducen muchisimo y sélo tenemos
las t.b. que llamaremos transformaciones rigidas.

3. Inversa de una transformacion biyectiva. Imagen y de un con-
junto. Puntos fijos. Conjuntos estables

Definiciones.

e Por cada t.b. p de un conjunto X tenemos la llamada transformacién inversa de la dada que se
denota con ! y que también es una t.b. En una representacién con flechas, las flechas de p y las de

p~ ! son unas opuestas de las otras. Mas especificamente, si X,Y € X entonces,

WX)=Y = p'(Y)=X

e Ademas de imagen de un elemento de X por u, hablamos de imagen de un conjunto, subconjunto
de X, por . StAC Xy p: X — X entonces u(A) es el conjunto formado por las imdgenes por u de
los elementos de A. En simbolos:

pw(A) ={Y e X|Y = pu(X) paraalgin X € A}

e Sea p una t.b. de un conjunto X, P € X, A C X.

o P se llama punto fijo en u si u(P) = P.
o A se dice conjunto estable en pu si u(A) = A.

Un conjunto estable en p puede contener o no contener uno o mas puntos fijos en .
Es facil convencerse de que los puntos fijos, y los conjuntos estables en una t.b. también son puntos
fijos y conjuntos estables de la t.b. inversa.

4. Composicion de transformaciones biyectivas

Componer dos t.b. de un mismo conjunto, significa aplicar una t.b. después de la otra en determinado
orden. A la transformacion resultante la llamamos transformacién compuesta de las dos dadas.

Ya dijimos que muchas t.b. del espacio 2—las que luego llamaremos transformaciones rigidas—estan
sugeridos por movimientos de objetos, pensando en lugares (puntos) ocupados y desocupados inicial y
finalmente. Y utilizamos muchas “composiciones” de esas t.b. en la vida practica:

= La estrategia habitual para estacionar un auto entre otros ya estacionados, puede pensarse como
composiciéon de tres transformaciones: las dos primeras, rotaciones con centros distintos y angu-
los orientados congruentes pero de sentido contrario, y una tercera que a veces no es necesaria,
traslacién. La transformacion compuesta entre posicién inicial y posicion final corresponde a una
traslacién.
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= Para conseguir trasladar un cajén muy pesado suele ser mas facil, en lugar de mover el cajon
paralelamente a si mismo, ir haciéndolo girar angulos pequenos, de sentido contrario, apoyandonos
alternativamente en una u otra de dos de las esquinas del cajon.

Definiciones. Si iy o son dos t.b. de cierto conjunto X entonces, se define 7 = i o 0 mediante:
T(P) = (noo)(P) = pu(o(P)), para cada P € Xmc

oo (loleeremos “o compuesta con p, o bien p cerito ¢”). Diremos que 7 es la composicién de o
y Q.

No es dificil convencerse de que la 7 recientemente definida es una t.b. de X'. Més aun se puede verificar
que:

Proposicion. Las t.b. de un conjunto X cumplen, en relacion a la composicion, las siguientes propie-
dades:

(a). La composicion de dos t.b. de X es una t.b. de X.

(b). La composicion es asociativa, es decir si u, o y T son t.b. entonces
(oo) o) = (1o (o or))

(¢c). Para cualquier t.b. u se cumple
poid=1idop

(d). Para cualquier t.b. p se cumple
popt=ptop=id

Suele resumirse lo anterior diciendo que el conjunto de t.b. de un conjunto dado junto con la operacién
de composicién constituye un grupo.
Definiciéon. Una t.b. u se dice involutiva o que es una involucién si y o g = id con p #id.

Es fécil verificar lo siguiente:

Proposicién. Para i # id, p es involutiva si y solo si p = p~'. Es decir, para p # id,

w involutiva es equivalente a: (X)) =Y siy sdlo si p(Y) = X.

5. Preservacion de pertenencia e inclusion

Cualquier t.b. de un conjunto X y también su inversa preservan todas las relaciones de pertenencia e
inclusién. En especial, si g es una t.b. de X, Pe X, AC X, BC X y C C X, entonces,

(a). P e Asiy solosi u(P) € u(A)
(b). P e Asiy sélosi g (P) e pu ' (A)
(c). m(BUC) = u(B)U u(C)

(d). p(BNC) = p(B) N uC)

(e). p H(BUC)=p~ (B)Up~'(C)

(). w1 (BNC)=p (B)Nu~1(C)

Nota. Los alumnos que ya han trabajado con funciones recordaran que la notacién ' también se usa
aunque la funcién p no sea biyectiva:
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» Con = 1(A) se denota a la preimagen del conjunto A por y; es decir al conjunto de elementos
cuyas imagenes por p pertenecen a A.

» Con = 1(Q) se denota a la preimagen del elemento Q; es decir al conjunto de elementos cuya
imagen por u coincide con (. En realidad, podemos pensar que abusamos de la notacién, para
simplificarla, escribiendo p~1(Q) cuando debiéramos escribir = 1({Q}).

Cuando u es biyectiva, ambos conceptos coinciden, es decir la preimagen por p de un conjunto coincide
con la imagen por la biyeccién p~! del conjunto.

Si p es una funcién, pero no se sabe si es o no biyectiva, u~" se utiliza sélo para preimagenes de
conjuntos; tinicamente podremos asegurar las propiedades de los incisos (a), (c) (e) y (f); las otras deben
reformularse:

Si p es una funcién, sea o no biyectiva:

1

(b) Si P € A entonces u~*(P) C p~(A)
quizas sea menos confuso escribir:

Si P € A entonces u~t({P}) C u=1(A)
(d) u(BNC) C pu(B) N p(C)

6. Orientacion

Llamado a la intuiciéon

Las personas, desde muy temprano en la vida, utilizamos expresiones como “grande”, “pequeno”,
“igual”, “distinto”, en relacién al tamano de los objetos; y también “igual” o “distinto” en relacién a las
formas y a otras caracteristicas de los objetos. Pero no suele prestarse mucha atencién a la orientacion.

Por ejemplo, admitimos que todos los autos de una misma marca y modelo tienen igual forma y
tamano. Y podriamos, con la imaginacién “mover sin deformar” los lugares ocupados por uno de ellos
para “superponerlos” con los lugares correspondientes ocupados por el otro; correspondientes en el sentido
de que estdn ocupados por “las mismas partes” de los autos . (Al avanzar el curso aprenderemos a decir
que esos autos son congruentes).

Hay autitos de coleccién que son “igualitos” a los autos grandes a los que imitan; la diferencia entre
el autito de coleccién y el auto grande de la misma marca y modelo es el tamano; decimos que tienen
“igual forma”. (Al avanzar el curso aprenderemos a decir que son “semejantes”).

En cambio dos autos de marcas y/o modelos distintos, aun cuando tengan algunas medidas coinciden-
tes, (tamarios parecidos), suelen tener formas distinguibles; eso permite que muchos chicos, ya antes de
saber leer, y sin ver los logos de las marcas, sepan cudl es la marca y modelo de algunos de los autos que
encuentran. Podemos imaginar transformaciones biyectivas de un modelo en otro, tal como nos tienen
acostumbrados los efectos especiales en videos o peliculas; pero no alcanzara con sélo “mover” sino que
serd necesario también “deformar”. (De dos autos de estos no diremos que son congruentes ni tampoco
que son semejantes).

Si una persona observa sus manos, puede adoptar posiciones para ellas—dentro de pequenas imperfec-
ciones que despreciaremos—que corresponden a objetos de igual forma y tamano; pero, sin embargo, no
es posible imaginar un “movimiento sin deformacién” de los lugares ocupados por una mano a los corres-
pondientes ocupados por la otra; no podemos, imaginar una superposiciéon de las manos. Una mano difiere
de la otra en la orientacién. (No diremos que las manos son congruentes sino que son correspondientes
en una transformacién pseudo-rigida, que, por ejemplo, podria ser una simetria especular).

Orden u orientacion para rectas; semirrectas orientadoras

Un modo de indicar un orden para una recta es dar una semirrecta y establecer que nos interesa
el orden en el que el origen de la semirrecta precede a los demdas puntos de la misma. Si usamos una
semirrecta para este fin, podremos llamarla semirrecta orientadora para la recta.

Dependiendo del lugar desde el que observemos a una semirrecta orientadora, describiremos al orden
indicado por ella para la recta, como que crece hacia la derecha, izquierda, adelante, arriba, etc.

Orientacién para un plano; pares orientadores

Conocemos conjuntos planos “iguales en forma y tamano” pero diferentes en orientacién respecto
del plano; por ejemplo, las dos “espirales angulosas” de la ilustracién. Una de ellas, la (a) “crece” en el
sentido de las agujas del reloj, mientras que la (b) “crece” en el sentido contrario al de las agujas del
reloj. En este caso, va a haber un movimiento, sin deformacién, que permita superponer las espirales,
pero en ese movimiento sera necesario salirse del plano para darle vuelta.
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(a) (b)

Entre las figuras contenidas en un plano 7, méas sencillas desde el punto de vista geométrico, y que
nos permiten pensar en orientacién para ese plano 7, tenemos los pares (semirrectas, semiplanos) con la
semirrecta incluida en el borde del semiplano. Llamaremos a cualquier de estos pares par orientador.
Se han ilustrado varios de esos pares, todos con “la misma orientacién”.

En cada uno de esos pares, si nos imaginamos caminando hacia adelante, a lo largo de la recta borde del
semiplano, en el sentido fijado por la semirrecta, el semiplano lo encontraremos a nuestra izquierda; y si
iniciamos un giro de la semirrecta, alrededor de su origen, para que la semirrecta “se introduzca” en el
semiplano, tendremos un sentido de giro contrario al de las agujas del reloj. Podremos decir que todos
esos pares indican, para el plano, la orientacién de los semiplanos a la izquierda, que es la misma
que la orientacién contraria a la de las agujas del reloj.

Si en esos pares cambidramos a las semirrectas por sus opuestas, o a los semiplanos por sus opuestos
(jpero no ambas cosas a la vez!), los pares indicarian la otra orientacién: la de los semiplanos a la
derecha, que es la misma que la a favor de las agujas del reloj.

Claro que, sin cambiar nada de la ilustracion, si la “mirdramos” desde el lado de atras del papel,
(semiespacio opuesto al de adelante del papel), describirfamos a la orientacién indicada por los pares
(semirrecta, semiplano) como “de los semiplanos a la derecha” o “de giro a favor al de las agujas del
reloj”.

Es decir que el nombre que demos a la orientacién para un plano depende del lugar desde el que
observemos al par orientador para el plano. Algo similar a lo que ocurre con el orden para la recta. En
cambio, veremos que el nombre que le damos a una orientacién para el espacio no depende del lugar desde
el que observamos a la terna orientadora correspondiente

Orientacién para el espacio; ternas orientadoras

Desde el punto de vista geométrico, los “objetos” espaciales mas sencillos, que pueden coincidir o diferir
en orientacion son las ternas (semirrecta, semiplano, semiespacio) en las que la semirrecta estd incluida en
el borde del semiplano y el semiplano esta incluido en el borde del semiespacio. Llamaremos a cualquier
de estas ternas terna orientadora.

Cada una de esas ternas podemos aparearla o bien con los tres dedos pulgar, indice y medio de la
mano derecha o bien con esos dedos de la mano derecha, pero no con las dos. O de otro modo, de ciertas
posiciones de cualquiera de las manos, podemos “extraer” una terna orientadora.

Disponemos esos tres dedos como para que sugieran tres semirrectas, con el pulgar y el indice
incluidos en el plano de la palma de la mano, y el dedo medio apuntando a uno de los semies-
pacios (jcuidado: si alguien tiene articulaciones muy flexibles en la mano podria apuntar con
el dedo medio al semiplano opuesto del que nos interesa e indicar una orientacién contrarial);
la terna es la formada por la semirrecta del pulgar, el semiplano de borde el pulgar y que
incluye al dedo indice, y el semiespacio de borde el semiplano anterior y que incluye al dedo
medio.

También podemos “extraer” ternas orientadoras de los libros; y tenemos orientaciones distintas segin
que los libros estén escritos en castellano, inglés, etc, o escrito en arabe. En la figura se ha esquematizado
la numeracién de las hojas en los libros castellanos y en los libros arabes.

J y
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a a

Castellano Arabe

Tomamos la semirrecta sobre el lomo del libro, en el plano de la tapa, apuntando hacia la
parte de arriba del libro ; el semiplano de modo que incluya a la tapa del libro; y el semiespacio
de modo de incluir al resto de las hojas

De los tornillos y de algunos sacacorchos podemos extraer también ternas orientadoras; casi todos los
tornillos corresponden a una misma orientacion; pero hay algunos que corresponden a la otra. De cualquier
tornillo se puede extraer una terna orientadora:

Elegimos arbitrariamente un par orientador (semirrecta, semiplano) para un plano secante
con el eje del tornillo; y completamos la terna con el semiespacio hacia el cual avanzara el
tornillo cuando se le hace girar en el sentido correspondiente al par orientador elegido.

Asi que las orientaciones para el espacio, se pueden nombrar como

(a). la “de los tres dedos de la mano derecha”, o la “de los libros en castellano”, o la “de los tornillos
comunes”.

(b). la “de los tres dedos de la mano izquierda”, o la “de los libros en drabe”, o la “de los tornillos no
comunes”.

Es posible, pero no lo haremos aqui, dar criterios de comparacién entre semirrectas orientadoras para
una recta; entre pares orientadores para un plano; y entre ternas orientadoras para el espacio. Esos
criterios permiten decidir si concuerdan o se oponen en orientacién, sin que haya que apelar a hablar de
derecha o izquierda o sentido de las agujas del reloj. S6lo mencionamos lo que se necesita para semirrectas
orientadoras:

Se cumple que dos semirrectas incluidas en una misma recta indican el mismo orden para la recta si
la interseccion de las dos semirrectas es una semirrecta. E indican ordenes contrarios si la interseccion
de ellas no es una semirrecta. En este ultimo caso la interseccion de las semirrectas serd vacia, un punto
0 un segmento.

7. Resumen sobre orientacion

2

Reiteramos que, abusando del lenguaje, diremos “semiplano de borde la semirrecta ...” cuando de-
beriamos decir “semiplano de borde la recta que incluye a la semirrecta ...”; y “semiespacio de borde el
semiplano ...” en cuenta de “semiespacio de borde el plano que incluye al semiplano ...”.

= Indicamos un orden para una recta dando una semirrecta orientadora, es decir una semirrecta
incluida en la recta; el orden serd tal que el origen precederd a los demés puntos de la semirrecta;
o simplemente un par ordenado de puntos (A4, B) y tomar como semirrecta orientadora la AB. La
semirrecta opuesta, o la semirrecta BA indican el orden opuesto.

= Indicamos una orientacién para el plano dando un par orientador, (a, 3), donde a es una semirrecta
y [ es un semiplano de borde la semirrecta, ambos incluidos en un plano; o simplemente damos un
par de semirrectas de igual origen (a,b) con a y b no colineales, y consideramos el par orientador
(a, ) donde (3 es el semiplano de borde a que incluye a b. Cambiando una sola de las semirrectas
por su opuesta, o tomando el par de semirrectas en el otro orden, (b,a), se indica la orientacién
opuesta.

= Indicamos una orientacién para el espacio dando una terna orientadora, (a,3,7), donde a es
una semirrecta, 8 es un semiplano de borde a y v es un semiespacio de borde ; o simplemente
damos una terna ordenada de semirrectas de igual origen (a,b,c¢) con a y by ¢ no coplanares, y
consideramos la terna orientadora (a, 3,7) donde (3 es el semiplano de borde a que incluye a by =
es el semiespacio de borde 5 que incluye a c. Las ternas de semirrectas (a,b,c), (b,c,a) y (¢,a,b)
indican la misma orientacién, mientras que las ternas (a, ¢, b), (b,a,¢) y (¢, b, a) indican, las tres, la
otra orientacién opuesta a la anterior. Cambiando una sola de las semirrectas por su opuesta, o las
tres semirrectas por sus opuestas, cambia la orientacién.
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8. Transformaciones rigidas. Presentacion intuitiva

En lo que sigue, abreviaremos “transformacion rigida” o “transformaciones rigidas” mediante t.r..

Entre las t.b. queremos elegir aquellas que preservan las propiedades de forma, tamano y orientacién y
llamarlas t.r.. Claro que si bien se puede formalizar el concepto de orientacion con los axiomas introducidos
hasta ahora, no podemos hacer lo mismo con los de tamano y forma. De hecho, los mateméaticos han
encontrado que se puede axiomatizar qué se entiende por t.r. y recién después de ese y otro axioma
formalizar el concepto de distancia entre puntos que es 1til para explicar los otros conceptos.

R A
C
/\ Y
A B
P QX

TAN S
Por ejemplo, para un tridngulo isésceles PQR, de base PQ podemos aceptar que haya alguna t.b. p del
triangulo que intercambie adecuadamente los lados; que p(P) = Q, u(Q) = Py u(R) = R, y que ademds

cumpla u(RP) = RQ, n(RQ) = RP y u(PQ) = QP = PQ preservando asi la forma y el tamaifio; y
podemos aceptar que también haya preservado el orden dentro de cada lado.

A

En cambio si el tridangulo, como el XY Z, no fuera ni siquiera isdsceles, cualquier t.b. aplicada al
mismo, distinta de la identidad estaria “deforméandolo”.

Con respecto a la circunferencia, seguramente hay infinitas t.r. distintas de la identidad que la trans-
forman en ella misma (se llaman rotaciones de centro O). En todas ellas el tamafio de, por ejemplo, la
imagen de K H, sera el mismo.

Es fécil creer que, sin contar a la identidad, hay cinco (5 = 3! — 1) t.r. de un tridngulo equilétero,
que quedan determinadas cuando indicamos cudl es la imagen de cada vértice. Si el triangulo es isésceles
pero no equildtero, sélo hay una. Si el tridngulo no es isdsceles, no hay ninguna. Y ya dijimos que hay
infinitas para la circunferencia. (Si se cuenta también a la identidad, habré respectivamente seis, dos, una
e infinitas t.r.).

Insistimos: como el tridngulo tiene infinitos puntos tendremos infinitas t.b. del tridngulo. Pero salvo
las t.r., que son sdlo seis, las demds quizds transformardn algin vértice en un punto que no sea vértice;
o no respetardn que la imagen de puntos alineados estén alineados, etc.

Aun cuando en la vida préactica nuestro interés se concentra en subconjuntos propios de puntos del
plano o del espacio, es mas facil trabajar mateméticamente con t.b. de todo el espacio, o al menos de
todo el plano, y distinguir cuales de esas t.b. serdn t.r.

Si tenemos dos sillas “iguales” (deberiamos decir congruentes) podremos pensar en una t.r. de todo
el espacio que envie los lugares ocupados por la primer silla a los lugares ocupados por la segunda silla
y los lugares no ocupados por la primer silla a los lugares no ocupados por la segunda silla. Y todo ello
preservando todas las distancias entre pares de puntos.

Se puede visualizar una t.r., en lo que hace a los puntos de una figura plana, calcando los puntos de
interés de la misma en un papel transparente y luego moviendo el papel de calco hasta llevarlo a otra
posicién sobre el mismo u otro plano. De ese movimiento nos importa poco registrar los lugares por los
que haya paseado el papel de calco (a lo sumo, si el plano inicial y final coinciden, nos interesard saber
si hubo necesidad o no de separar el papel del plano para darle vuelta); s6lo importan las posiciones
iniciales y finales.

En la figura, hemos obtenido la “letra” P de la derecha a partir de la letra P de la izquierda utilizando
un papel de calco. Notemos que para ello, habra sido necesario dar vuelta el papel de calco.

papel de calco\\/
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Para los puntos de un objeto, sea plano o no, podemos imaginar que el objeto se desdobla en él y una
copia de él mismo; y que a la copia la movemos hasta otro lugar. Si tenemos dos sillas “iguales”, no hay
inconveniente en crear con la imaginacién una copia de una de ellas, inicialmente ocupando el mismo
lugar, y luego mover esa copia imaginaria hasta hacerla coincidir con la otra silla. (Recordar efectos
especiales de peliculas parecidos); no es necesario deformar la copia de la silla. ..

Hay mayor dificultad en crear con la imaginacién una copia de un zapato de un par ocupando inicial-
mente el mismo lugar y luego moverla hasta coincidir con el otro zapato del par; no se podra hacer sin
deformar la copia; y es que aqui hay un cambio de orientacién.

Insistimos: los axiomas que tenemos hasta ahora no nos permiten hablar de manera precisa de forma
y/o tamano, asi que decir que “una t.r. es una t.b. que preserva formas, tamanos y orientacién” no nos
sirve como definicién de t.r. ; sélo nos ha servido para conocer qué es lo que queremos obtener con las t.r.

Asi que utilizaremos un nuevo axioma para referirnos al concepto primitivo de t.r. del espacio.

9. Axioma de las transformaciones rigidas

Axioma 10 Las transformaciones rigidas del espacio son transformaciones biyectivas del espacio en
st mismo y satisfacen las propiedades siguientes:

(a). Sipesunatr.yA, ByC son tres puntos alineados con B entre A y C entonces p(A), u(B) y u(C)
estdn alineados y p(B) estd entre w(A) y u(C). Mds brevemente: Las t.r. preservan la alineacion y
la relacion estar entre.

(b). Sipesunatr yO, A ByC son puntos no coplanares entonces los sentidos para el espacio dados
por las ternas ordenada de semirrectas

(04, OB, OC)  (u(O)u(A), n(O)u(B), p(0)u(C)),
coinciden. Mds brevemente las t.r. preservan el sentido del espacio.
(c). Sea p una t.r. y A, B dos puntos distintos con u(A) = A" y u(B) = B’.
Si A’B' C AB entonces A'B’ = AB.

Maés brevemente, si tenemos en cuenta que el primer inciso también debe cumplirse: Ninguna t.r.
transforma un segmento en una parte parte propia de él.

(d). Sea p una transformacién rigida, O, A, B tres puntos no alineados A’ = u(4), O = u(0O) y
B' = u(B). Si

— —
el sector angular del A’OB’ C el sector angular del AOB

entonces

— T
el sector angular del A’OB’ = el sector angular del AOB

Mads brevemente, si tenemos en cuenta que el primer inciso también debe cumplirse: Ninguna t.r.
puede transformar un sector angular de vértice O en otro de igual vértice que sea parte propia del
primero.

(e). La composicién de dos transformaciones rigidas y la inversa de una transformacion rigida son
transformaciones rigidas.

(f). Dadas dos semirrectas a y a' y dos semiplanos o y o cuyos bordes contienen respectivamente a a
y a’, existe una tUnica transformacion rigida que transforma a en o', y a en o'.

De otro modo Dados O, P y R no alineados y O', Q y S no alineados existe una tnica t.r. que
—
transforma la semirrecta OP en 0'Q y el semiplano de borde OP que contiene a R en el semiplano

>
de borde O'Q que contiene a S.

Hablaremos indistintamente de imagen o transformado u homdlogo de un punto por una t.r. y
también de imagen o transformado u homdélogo de un conjunto de puntos por una t.r.
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Comentarios

La imagen de una recta por una t.r. pu sera una recta. Como para cada recta tenemos dos érdenes
naturales para sus puntos no es razonable pedir que las t.r. preserven el orden, pero si lo es pedir que
preserven la relacién estar entre como lo hace el inciso (a). Y eso resulta en que el orden para una recta
se transforma en un orden para la imagen: Si en uno de los ordenes de la recta r que contiene a A, B, C,
resulta que A precede a B, y B precede a C, etc, entonces en alguno de los dos 6rdenes para la imagen
de r resultard que p(A) precede a u(B) y u(B) precede a p(C) ete.

Si se hace abstraccién del dibujo de las letras y ntimeros, se entiende que si ponemos frente a un
espejo un libro en castellano, su imagen especular “parecera”, por la numeracién de sus paginas, un libro
en arabe; es decir que un libro y su imagen especular senalan orientaciones distintas para el espacio. Por
lo tanto, no hay ninguna t.r correspondiente a la simetria especular del espacio porque ésta no cumple
con el inciso (b).

Los incisos (¢) y (d), se relacionan con que las t.r. preservan los “tamanos” de segmentos y dngulos,
que mas adelante podremos definir.

En relacién con el inciso (e): Sabemos que la composicién de dos t.b. y la inversa de una t.b. son
también t.b. Asi que seguramente la composicién de dos t.r. y la inversa de una t.r. nos dan t.b. El
axioma agrega que ellas también son t.r.: En otras palabras, el conjunto de las t.r., (que no es vacio
en virtud del inciso (f)), es cerrado ante operaciones de composicién y de inversa. Esto suele resumirse
diciendo que el conjunto de las t.r. de 2 junto con la operacién de composicién es un grupo; y que es un
subgrupo del grupo de las t.b. de Q.

El inciso (f) del axioma tiene varios aspectos: Dado un semiplano, a pesar de que hay muchisimos
puntos del espacio, infinitos, que no pertenecen a ese semiplano, si se conocen las imédgenes de los puntos
del semiplano quedan determinadas las imégenes de todos los puntos del espacio. Mdas aun, en realidad
alcanza con conocer globalmente las imagenes de una semirrecta y un semiplano de borde esa semirrecta.
(Puede asombrarnos que no se pida dar también la imagen de un semiespacio de borde el semiplano, pero
eso ya queda determinado al pedir que se preserve la orientacién del espacio). Ademds, asegura que no
importa cémo elijamos los pares semirrecta, semiplano, siempre con la semirrecta contenida en el borde
del semiplano: siempre hay exactamente una t.r. que envia un par al otro.

Como consecuencia de lo anterior, existen muchisimas t.r., infinitas. Y una de ellas tiene que ser la
identidad que es la composicién de cualquier t.r. con su inversa.

También podemos afirmar que hay infinitas t.b. de €2 que no son t.r.: basta con que la t.b. no cumpla
con alguno de los incisos (a), (b), (¢) o (d) para que no sea t.r. Por ejemplo una t.b. que deje fijos a todos
los puntos de €2 con excepcién de dos, a los que intercambia, no serd una t.r.

10. Algunas propiedades de las transformaciones rigidas

Las t.r. preservan muchas “formas” de figuras

El axioma nos dice que puntos alineados van a dar a puntos alineados. También ocurre que puntos no
alineados van a dar a puntos no alineados.

En base a que las t.r. preservan la alineacién y la relacion estar entre, es facil justificar que las imégenes,
por una t.r. de una recta, un plano, una semirrecta, un semiplano, un semiespacio, un segmento, un angulo,
un tridngulo son respectivamente una recta, un plano, una semirrecta, un semiplano, un semiespacio, un
segmento, un angulo, un tridngulo. Y que las imégenes de los puntos o subconjuntos “especiales” de esas
figuras—origen de semirrecta, extremos de segmentos, borde de semiplano, vértice de angulo, etc.—son
los puntos o subconjuntos especiales de sus imégenes.

Por ejemplo, si r es una recta y O es un punto de la misma, O divide a los puntos de r — {O} en
dos semirrectas abiertas; también ocurrird, en cualquier t.r. u que p(O) divide a p(r) — u({O}) en dos
semirrectas abiertas, con origen en u(O); ellas serdn las imdgenes por p de las semirrectas abiertas de r
de origen O.



CAPITULO III. TRANS. BIYECTIVAS. TRANS. RIGIDAS DEL ESPACIO 35

También, si 7 es una t.r. y A y B son dos puntos distintos, entonces,

7(AB) = 7(A)r(B)  T(AB)=r(A)r(B)  (AB) = 7(A)r(

1(A)
Naturalmente, si 7 es una t.b. pero no es una t.r. entonces no es obligatorio que valga lo anterior.

Propiedades sobre puntos fijos y conjuntos estables en t.r.

Proposicion. Si dos puntos distintos son fijos en una t.r. entonces la recta determinada por ellos tiene
todos sus puntos fijos.

B = u(B)

“— L, .
A= u(A) Todos los puntos de AB seran puntos fijos en la t.r. p.

Demostracién. Sean Ay B distintos, con u(A) = Ay u(B) = B.

. M O—> O__) 7 . . 7’
e Si C € AB entonces C' € A'B’ = AB. Entonces C' y C’ estdn de un mismo lado de A y ocurrird ya
sea AC' C A’'C" o A’C" ¢ AC Como por el axioma de las t.r. no puede ocurrir que un segmento se
transforme en una parte propia, concluimos que deben ocurrir las dos cosas y en definitiva AC' = A’C".

Oo—
e Para C perteneciente a la semirrecta abierta opuesta a la AB, la demostracién es similar, queda como

ejercicio. m

Proposicion. Si tres puntos no alineados son fijos en una transformacion rigida, entonces todos los
puntos del espacio son fijos, es decir la transformacion es la identidad.

C = pu(C)

Todos los puntos del espacio seran fijos en la t.r. p
B = u(B)

Demostracion. Sean P, @ y R tres puntos no alineados que quedan fijos en una t.r. pu. Sea « el semiplano

—
de borde P que contiene a R. u transforma la semirrecta Paj en ella misma y el semiplano « en s{ mismo.
Pero la transformacién identidad también hace eso y como sélo existe una t.r. en tales condiciones, debe
ocurrir 4 = id. m

Proposicién. Sea p una t.r., a un semiplano y o = p(a). Si a y o estdn ambos contenidos en un
plano «,, entonces o, es estable en p, es decir p(a,) = ap.

Demostracion. Observamos que «, es el Gnico plano que contiene a o y también es el tinico plano que
contiene a o’.

Como a C a,, tendremos o' = pu(a) C p(a,). Y p(aw) tiene que ser un plano. Pero entonces no puede
ser otro que Q,. =

Ejercicio 10.1.- Demostrar:

Proposicién. Sea p una t.r., a una semirrecta y a’ = p(a). Si a y o' estdn ambas contenidas en una
recta a,, entonces a, es estable en p, es decir p(a,) = a,.
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Ejercicio 10.2.- De cierta t.r. rigida p se sabe que u(A) = B, u(C) = D y u(E) = F, y todos los puntos
nombrados son distintos.

e ;Alguno de los puntos nombrados sera fijo en u?

e ;Habrd algin punto que sea fijo en p? (Justificar que la respuesta tiene que ser algo del estilo: No hay
datos suficientes).

Las t.r. preservan concurrencia y paralelismo

Proposicion. Las imdgenes de dos rectas distintas concurrentes son concurrentes. De otro modo, las
t.r. preservan la concurrencia de rectas.

Demostracion. Sean a y b rectas. Si existe un punto P tal que P € a N b entonces el punto p(P)
cumplird u(P) € u(a) N u(b), es decir u(a) y p(b) son concurrentes.

Proposicion. Las imdgenes de dos rectas paralelas por una t.r. u son paralelas. Mds brevemente las t.7.
preservan el paralelismo de rectas.

Demostracién. Sean a y b rectas con a || by p una t.r.
e Sia=>b es inmediato que pu(a) = p(db) y por lo tanto u(a) || w(b).
e Si a # b entonces a y b son coplanares y ademads su interseccién es vacia. En esas condiciones también
p(a) y p(b) son coplanares y se cumple, por ser p una t.b.,
wlanbd) =pla) Npd) esdecir 0= pd) = pla) N wub).
Es decir p(a) || p(b) =

Proposicion. Las imdgenes de dos rectas alabeadas por cualquier t.r son alabeadas.

Demostracién. Sean a y b dos rectas, ' = p(a), b’ = pu(b) donde y es una t.r. Se cumplird p=(a’) = a 'y
p (b)) = b donde ! es la t.r. inversa de la p. Si a y b son alabeadas, es porque no son coplanares, en
especial son distintas, y por lo tanto no son paralelas ni concurrentes. Para a’ y ¥’ tenemos, en principio,
tres posibilidades: o bien a’ || ¥’ o bien a’ y b’ concurrentes o bien a’ y b’ alabeadas. Veamos que las dos
primeras no pueden ocurrir por lo que s6lo nos quedaré la tercera posibilidad.

e Si fuera a’ || ' como p~! preserva el paralelismo, serfa a || b contradiciendo a a |fb.

o Sifueran a’ y b’ concurrentes como ;! preserva la concurrencia serian a y b concurrentes contradiciendo
a que no lo eran. »

En forma similar se demuestra que las t.r. preservan el paralelismo o no paralelismo de planos.

11. Congruencia de conjuntos, subconjuntos de (2

A las t.r. se las suele designar también como movimientos o congruencias.
Definicién. Los conjuntos de puntos A y B se dicen congruentes y se denota, con A = B, si existe
alguna t.r. p en la que pu(A) = B.

Es inmediato que cualquier subconjunto de §2 es congruente consigo mismo: La imagen del conjunto
por la t.r identidad es el mismo conjunto.

También dos rectas cualesquiera son congruentes. Y lo mismo ocurre con dos semirrectas, dos planos,
dos semiplanos, dos semiespacios. Pero no siempre dos segmentos son congruentes. Por ejemplo, y de
acuerdo con el axioma de las t.r. ningtin segmento es congruente con otro que sea parte propia de él.

Propiedades de la congruencia de conjuntos

Proposicion. La congruencia de subconjuntos de puntos es simétrica, reflexiva y transitiva. Fs decir
que si A, B y C son subconjuntos de puntos de €1, entonces,

simétrica: A=B siysdlosi B=A,
reflexiva: A = A para cualquier conjunto A,
transitiva: SiA=B y B=C entonces A=C,

Demostracion.
e simetria e Si hay una t.r. u en la que u(A) = B entonces con la t.r. inversa se cumple u~!(B) = A

e reflexividad e Podemos utilizar, como t.r. para transformar a cualquier conjunto en si mismo, a la
identidad.



CAPITULO III. TRANS. BIYECTIVAS. TRANS. RIGIDAS DEL ESPACIO 37

e transitividad e Si p1 y pg son t.r. también lo es pg o pr. Y si u1(A) = By pe(B) = C, entonces
pz o p1(A) = p2(B) =C.

Proposiciéon. Hay pares de conjuntos que no son congruentes. En particular, no hay segmentos con-
gruentes tales que uno sea parte propia del otro. Tampoco hay sectores angulares, con igual vértice,
congruentes y tales que uno sea parte propia del otro.

Demostracién. Estas propiedades son consecuencia inmediata del axioma de las t.r., incisos (c¢) y (d). =

Teorema. (Transporte del segme_nto) Dados un segmento M N, y una semirrecta b de origen P,
existe un unico punto Q € b tal que PQ = M N.
«@

Mo N 8., —b

Demostracion.

e Existencia: e Veamos que hay soluciones para Q.

Pensemos en una t.r. p que envie M N ab y uno cualquiera de los semiplanos de borde MN a uno
de los semiplanos de borde b (es decir de borde la recta que contiene a b). Por el axioma de las t.r.,
luego de elegir los semiplanos, hay exactamente una en esas condiciones. Se cumplird u(M) = P. Sea
Q@ = u(N). Ciertamente, también u(M) = P y en consecuencia u(MN) = PQ por lo que MN = PQ.
e Unicidad: e Si bien dijimos que hay una tnica t.r. en las condiciones anteriores, podriamos cambiar

de semiplanos de borde MN y de borde b. O incluso podriamos pensar en una t.r. que enviara N a
Py M al Q. Es importante convencerse de que, no importa cual t.r. tomemos, el resultado para Q) es
Gnico.

Sean @1, Q2 puntos solucién para el punto ) buscado. Ambos estardn contenidos en la semirrecta b
y, con seguridad, uno de ellas pertenecerd al segmento determinado por P y el otro. Supongamos que,
por ejemplo, Q2 € PQ1, lo que equivale a PQ, C PQ;. Como ademés PQ; = MN y PQy = MN,
tendremos por transitividad de la congruencia PQ1 = PQ2 y eso s6lo es posible con Q1 = Q2 (de otro
modo tendriamos un segmento congruente con una parte propia de él).

T
Teorema. (Transporte del dngulo) Dado un dngulo ab , una semirrecta ¢ y un cierto semiplano ~y
P

de borde c, existe una unica semirrecta d C y tal que cd = ab .
b d
/ ” / 7
- a - C

e Existencia: e Sea « el semiplano de borde a que contiene a b.

Demostracion.

T~

Pensemos en la unica t.r. p en la que p(a) = cy p(a) = . Sea d = p(b). Ocurrird que p( ab )= ed |,
por lo que d cumple con lo pedido. (También hay otra t.r. v con v(a) =dy v(a) =...).

e Unicidad: e Veremos que si suponemos que hay dos soluciones distintas para d llegamos a una con-
tradiccién:
En primer lugar, si dos semirrectas distintas, ambas con el mismo origen que la semirrecta ¢, son

interiores al semiplano -, obligatoriamente ocurrira que una es interior al d&ngulo formado por la otra
con c.

Entonces, si tuviéramos dos soluciones distintas para d, podriamos llamarlas d; y dsz, con ds interior

—
al 4ngulo cdi . Como se cumplirfa ademds que
cdi = ab cdy = ab
por propiedades de la congruencia tendriamos que
T T
Cd1 = Cdg
y también los sectores angulares correspondientes serian congruentes. Pero ambos sectores angulares
g -l

tienen igual vértice y el del dngulo cd2 serfa una parte propia del sector angular del dngulo cd1 ;
eso estaria en contradiccién con el axioma de las t.r.

Entonces no puede ocurrir que haya dos soluciones distintas. =
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Si queremos obtener el transformado de una figura paso a paso, deberemos realizar, en el orden
adecuado, transportes de segmentos y angulos.

Para materializar el transporte de un segmento podremos ayudarnos con una regla a la que podamos
marcar, aunque no se necesita que esté graduada; o bien una hoja de papel con un borde recto en el que
marcaremos puntos para un segmento congruente; o bien un compas que mantenga la abertura.

Para materializar el transporte de dngulos puede usarse el transportador de angulos habitual, aunque
no se necesita que esté graduado; o una porcién de papel con un borde recto con una marca para hacer
coincidir con el vértice; por ejemplo una porciéon de papel triangular.

De cualquier modo, la justificacién o demostracién de propiedades las hacemos utilizando los teoremas
de transporte de segmentos y angulos.

Transporte global con papel transparente

El método siguiente tiene muy poca precision de dibujo; pero quizas tiene la virtud de convencer al
estudiante de la importancia del inciso (f) de las t.r.

Desde el punto de vista préactico, para concretar ilustraciones o dibujos de figuras planas congruentes
con otras, en forma global, aceptamos que podemos materializar una transformacién rigida moviendo un
papel transparente donde hemos calcado elementos que interesan como pertenecientes al dominio de la
t.r.

Si la t.r. estd dada mediante: imdgenes de un par (semirrecta, semiplano), con :

{M(al) = az
w(B1) = B2

y queremos encontrar las imégenes por y de P, @, R, ..., deberemos:

(a). Calcar en el papel transparente a:
ay, 615 P7 Q7 R... 5

(b). Mover el papel transparente hasta conseguir que la copia de a; se superponga sobre as y la copia
de B; sobre B (Siempre se podrd onseguir eso, quizas a costa de tener que dar vuelta al papel de
calco)

(c). Marcar las imagenes de P, Q, R, ..., debajo de las copias de esos puntos sobre el calco.



Capitulo IV

Simetria central y simetria axial en
un plano

1. Introduccion

Comenzaremos a estudiar las t.r. del espacio que tienen a algin plano m como conjunto estable.
Diremos que se trata de transformaciones rigidas del plano 7 y nos concentraremos en estudiar las
propiedades relacionadas con los puntos de ese plano. Sin embargo, no dejaremos de pensar que, junto
con los puntos del plano, se “mueven” todos los puntos del espacio; es decir, todos y cada uno de los
puntos del espacio tendran su imagen por la t.r. en estudio.

Sabemos, por el axioma de las t.r., inciso (f), en pdg. 33, que una cualquiera de ellas queda determinada
cuando se dan una semirrecta y su correspondiente y un semiplano con borde la primer semirrecta —
mas precisamente con borde la recta que incluye a la semirrecta— y su correspondiente. Empezaremos
analizando los casos mas sencillos en que las dos semirrectas coinciden o son opuestas y los semiplanos
coinciden o son opuestos: simetrias centrales en un plano o axiales. En cada uno de esos casos, el plano
que incluye a uno de los semiplanos también incluird al otro y serd estable en la t.r.

Usaremos frecuentemente que, gracias a que las t.r. preservan la relacion “estar entre” y la “alineacion”
(v en consecuecia la de “ser coplanares”, etc.,) se cumplird: si y es una t.r.

= La imagen por p del origen de una semirrecta dada serd origen de la imagen de la por p de la
semirrecta dada. (Se generaliza a borde de semiplanos y a borde de semiespacios)

= La imagen por u de la opuesta de una semirrecta dada sera la semirrecta opuesta de la imagen por
u de la semirrecta dada. (Se generaliza a semiplanos opuestos y a semiespacios opuestos)

= La imagen por u de la tnica recta que incluye a auna semirrecta dada es la tinica recta que incluye
a la imagen por p de la semirrecta dada. (Se generaliza al inico plano que incluye un semiplano)

A medida que avancemos, seremos menos cuidadosos en nombrar, en cada demostracion, todas las
propiedades teoremas o axiomas que estamos utilizando; lo haremos con el convencimiento de que el lector
podrad, si tiene interés, detectar esas omisiones y completar las justificaciones.

2. Transformaciones rigidas directas o inversas en un plano

Sabemos que un par (semirrecta, semiplano) adecuado —es decir con borde de semiplano que incluye
a la semirrecta— y sus iméagenes por cierta t.r. u determinan completamente a u. Notemos que estos
pares cumplen todo lo necesario para ser pares orientadores para los planos que incluyen al semiplano
(Ver pag. 30).

Asi que una t.r. queda determinada cuando damos un par orientador para cierto plano y la imagen
por la t.r. de ese par orientador.

Para el caso en el que los dos pares orientadores que utilizamos para definir una t.r p son coplanares
en cierto plano m — y por lo tanto 7 sera estable en y— podremos preguntarnos si ambos pares orientan
o no a m de la misma manera; y segtiin lo que ocurra, diremos que la t.r. es directa en 7 o o inversa en
.

39



40 GEOMETRIA PLANA Y ESPACIAL

-
b =
b= ula) | p(a)
P = p(0) | P = p(0)
|
o ool | 0 o]
. L .
u es directa en m [t es inversa en T

El hecho de que una t.r. u sea directa o inversa en un plano dado, se puede entender intuitivamente del
modo siguiente: Sea a una semirrecta y o un semiplano del plano 7 de borde a. Sea b = u(a) y p(a) = 5
con 3 también incluido en 7. Imaginemos caminar sobre el plano 7, como si éste fuera el piso, primero
por la semirrecta a, avanzando en el sentido indicado por ella, y luego por la semirrecta b, en el sentido
de b. Si a y 8 quedan ambos a la izquierda o ambos a la derecha de a y b respectivamente, entonces p
serd directa en p. Si en cambio « queda a la izquierda y 3 a la derecha, o al revés, entonces u sera inversa.

Dado que hemos aceptado que todas las t.r. preservan la orientacién del espacio, el que ambos pares
orienten a 7 del mismo modo estd asociado a que los semiespacios de borde 7 sean estables. Intuitivamente,
si pensamos en hacer transporte global para materializar una t.r. en la que un plano es estable, si no es
necesario dar vuelta al papel de calco, entonceslos semiespacios son estables; y no lo son si hay que darlo
vuelta.

Damos la siguiente definicién:

Definiciones.

e Sea p una t.r. en la que pu(b) = cy pu(B) =~ donde (b,3) y (¢,7) son pares orientadores par un plano
7. Diremos que p preserva la orientacion de 7 si los pares (b, 3) v (¢,y) dan la misma orientacién
a .

e De una t.r. en la que cierto plano 7 es estable, diremos que es una t.r. directa en 7 si preserva la
orientacién de 7; y diremos que es una t.r. inversa en m en caso contrario.

Nota. Observar que usamos la palabra “inversa” con dos significados bien distinguibles. Una transfor-
macién rigida p y “su transformacién inversa” p ', si tienen a cierto plano pi como estable en ellas,
pueden ser ambas “directas en ese plano” o ambas “inversas en ese plano”.

3. Algunas definiciones

Utilizando el concepto de “conjuntos congruentes” (ver pag. 36) es posible dar las siguientes defini-
ciones.

Definiciones.

e Se dice que el punto M es un punto medio del segmento AB si M € ABy MA = MB.

e Se dice que un dngulo es recto si es congruente con uno de sus dngulos adyacentes. (jAhora no hablamos
de grados!. Posteriormente diremos que un grado es tal que un recto mide 90 grados).

e Se dice que dos rectas son perpendiculares si las rectas contienen los dos lados de un angulo recto.
También se dice que cada una de las rectas es perpendicular a la otra. Con r 1 s se denota que r es
perpendicular a s.

e Se dice que una recta m es una mediatriz de un segmento ABsim L AB ymNAB = {M} con M
punto medio de AB.

T
e Se dice que la semirrecta b es una bisectriz de un angulo s , donde b, r, s son semirrectas de igual

origen si los dngulos br y bs son congruentes y la semirrecta b es interior al angulo s

e Se dice que P es pie de la perpendicular desde un punto R a una recta s si hay una recta perpen-
dicular a s que pasa por Ry por P.

Hemos subrayado “un” y “una” en esas definiciones para llamar la atencién de que, por ejemplo, no
hemos usado la expresién el punto medio, la mediatriz, la bisectriz. Y es que ain no hemos justificado
que realmente existe exactamente un punto, una recta — en cada plano que incluya al segmento — , una
semirrecta en esas condiciones. Cuando lo hayamos hecho, usaremos el y la.
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4. Simetria central en un plano

Definiciones. Se llama simetria central en un plano 7 a cualquier t.r. para la que exista un par de
semirrecta y semiplano incluidos en 7, (a, ) — donde ( es uno de los semiplanos cuyo borde incluye a
la semirrecta a—, tal que o(a) es la semirrecta opuesta de a y o(3) es el semiplano opuesto de §.: Al
origen de a se le llama centro de la simetria central en el plano 7.
Si el centro de la simetria es O, los puntos o los conjuntos contenidos en m,que son correspondientes en
esa simetria central de centro O se, dicen simétricos respecto de O.

Nota. La frase “en el plano 7”7 sélo puede ser omitida, si no hay dudas acerca de cual es el plano en
cuestion.

Para definir a la simetria central en un plano nos hemos apoyado en una cierta semirrecta con origen en
el centro de la simetria. Pero veremos muy pronto que esa semirrecta no tiene nada de especial: cualquier
otra semirrecta del plano 7 con igual origen nos servira para determinar a la misma simetria central, ya
que esa semirrecta se transformara en su opuesta opuesta y un semiplano de m de borde esa semirrecta
se transformard en su opuesto.

Insistimos una vez més: En realidad cualquier par (semirrecta, semiplano de borde la semirrecta) —aun
cuando no sea el centro de la simetria — y sus correspondientes en una t.r. nos sirven para determinarla;
pero si la semirrectas y los semiplanos cumplen las condiciones indicadas més arriba, reconoceremos de
inmediato que se trata de una simetria central en un plano.

Propiedades de la simetria central en un plano

Sea o la t.r. tal que:
{a(a) =d
o(B) =0
donde a y a’ son semirrectas opuestas de origen O, y 3, 3 son semiplanos de 7 opuestos, cuyo borde

incluye a las semirrectas. Sea la recta a, = aUd’. y el plano 7 = SN 3.

(a). o(0) =0, o(d)=a, o(f)=p, o(a)=a, o(r)=m. Son consecuencia de aplicar las
propiedades de pag. 39.

(b). O es un punto fijo en o; la recta a, y el plano © son conjuntos estables en o.
Es consecuencia inmediata de lo anterior.

(c). La simetria central en w es involutiva, por lo que coincide con su inversa. Es decir para puntos
cualesquiera X, Y € Q, y para subconjuntos cualesquiera M, M’ C Q, se cumplird:

o(X)=X" siysdlosi o(X')=2X.
o(M)=M" siysdlosi oM)=M.

Es necesario probar o oo =id y o # id.

Seguro que o # id ya que, por ejemplo, o(a) = o’ # a. Nos queda verificar que o cumple
coo =id

Para verificar que las t.b. de ambos miembros coinciden necesitariamos ver como “actian”, o en
quien transforman, a cada uno de los puntos del espacio. Pero sabemos que ambos miembros son t.r.
por lo que, gracias al axioma de las t.r., inciso (f), en pag. 33, alcanza con verificar que “actiian de
igual manera” sobre una semirrecta cualquiera y un semiplano cualquiera de borde esa semirrecta.
Elegiremos la semirrecta y el semiplano de modo que el trabajo total sea sencillo: tomaremos la
semirrecta a y el semiplano (.

ogoo(a) =0(o(a)) =0o(a') =a =1id(a).

co0(8) =o(o(8)). = o(8) = 5 =id(5)

(d). La t.r. sigma es directa en el plano w. Los dos semiespacios de borde w son estables La orientacién
dada a 7 por (a,) y (a,3') es la misma.

(e). Ningin punto Q de la recta a,, con excepcion del O, es fijo en o. .
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Sea Q un punto interior de la semirrecta a. Por ser ¢ una t.b.,

Q € a—{0}
a(Q) € o(a—{0})
o(Q) € ofa)-o({0})
Q' =0(Q) € d-{0}

Es decir Q y Q' pertenecen a los interiores de semirrectas opuestas por lo que deben ser distintos. En
forma anéloga, si Q pertenece al interior de a’ se llega a la misma conclusién. Asi que si O # Q € a,

entonces o(Q) # Q.
(f). Ningin punto del plano w, con excepcidn del O, es fijo en o.

Sélo nos queda por analizar los puntos que pertenecen a alguno de los semiplanos abiertos; la
demostraciéon para cualquiera de ellos es similar.

Sea P € 3 —a,, y P' = o(P). Por ser o involutiva, también ocurrird P = o(P’). Llegamos a:

P € [—-a,
o(P) € o(B—a,) =0(B)—o(a)
P e B —a,

Nota. Fuera del plano 7 si hay otros puntos fijos en o, pero no lo justificaremos ahora. Veremos
en pag 67, luego de estudiar perpendicularidad en el espacio, que hay una recta que pasa por O y
es perpendicular al plano cuyos puntos son todos fijos.
(g). Cualquier semirrecta OP del plano T tiene por imagen su semirrecta opuesta. Y cualquier semiplano
>
de 7 de borde OP tiene por imagen su opuesto.

Ya lo hemos establecido para OP =a y también para OP = a'. Nos falta ver qué ocurre con P
interior a alguno de los semiplanos: el 8 o el #’. Supondremos la primera posibilidad. (Para la otra,
la demostracién es similar).

P Tlustracion de algo imposible:

Q H B a Si o es una simetria central

i /0 Q ] y o(P)="P
/

L No puede ocurrir que H # O

s Como P y su imagen o(P) = P’ estdn en semiplanos abiertos opuestos de borde a,, habrd un
punto H tal que PP’ Na, = {H}.

—
Para demostrar que opP y OP’ son opuestas deberemos justificar que P, O y P’ estdn alineados,
es decir que H = O.

Debera ocurrir:
o(H)€o(PP'Na,) = o(PP)No(a,)
= o(P)o(P")No(a,)
= P'PnNa,
= {H}
Asi que o(H) = H, es decir H es un punto fijo de la recta a,, por lo que debe ser H = O.

= Uno de los semiplanos de 7 de borde OP debe incluir a a. Sea ~ tal semiplano.

>
v D a y 7 tiene por borde OP
>
o(y) Do(a) y o(y) tiene por borde o(OP)
—> «— —>
o(y) D d' y o(y) tiene por borde o(0O)o(P) = OP' = OP

Es decir que 7y y o(7), tienen igual borde e incluyen a semirrectas opuestas; por lo tanto son
semiplanos opuestos.
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(h). O es punto medio del segmento determinado por cada punto del plano 7, (# O), y su imagen..

Sea A€ m con A# O,y A = o(A). Como O es un punto fijo se cumple 0(OA) = OA’, es decir
OA = OA’. Ademés, como las semirrectas OA y OA” son opuestas, O € AA’.

(i). Cualquier recta del haz del plano 7 que pase por O es una recta estable. Se deja como ejercicio.
(j). Cualquier recta r del plano 7 tiene por imagen una v’ paralela a ella.

= Sir y r’ no tienen puntos en comin, como son coplanares serdn paralelas.

= Si tienen algtin punto en comun:
Sea Hernr'y H =o(H).

H € rny

o(H) € o(rnr’)
H € o(r)nao()
H ¢ nr

Es decir tanto H como su imagen H’ pertenecen a r y r’. Dos posibilidades para H, H':

e Si H = H' entonces H es un punto fijo por lo que debe coincidir con O: r pasa por O.

> R
e Si H = H' entonces r = HH' = 1" y O es punto medio de HH’ por lo que O € r.

En ambos casos O € r. Y ya sabemos que las rectas que pasan por O son estables por lo que
r’ =r y en consecuencia r || 7.

La propiedad que da el nombre a la simetria central en un plano, es la de que el centro es punto medio
del segmento determinado por cada punto (distinto de O) y su homdlogo. Es también la propiedad que
nos hace reconocer rapidamente a las figuras correspondientes en una simetria central.

Figuras simétricas respecto de O
Correspondientes en:

simetria central, de centro O.

Al conjunto “rayado” de vértices A, B, C, D, E y F le corresponde, en la simetria central de centro O, el
conjunto “rayado” de vértices A’, B’, C', D', E' y F'. Y también al segundo le corresponde el primero.
(Recordemos que, la simetria central es una t.r. involutiva).

5. Punto medio de un segmento

Hemos visto que para puntos del plano 7, si dos puntos son correspondientes en una simetria central
en el plano 7, el segmento que determinan tienen al centro de la simetria como su punto medio. Veremos
que cualquier segmento tiene por extremos un par de puntos que son correspondientes en alguna simetria
central. En resumen se cumple:

Teorema. (Existencia y unicidad del punto medio) Cualquier segmento PQ tiene exactamente un
punto medio.

Si tenemos un piolin y queremos cortarlo en dos partes iguales lo doblamos haciendo coincidir los extremos.
Esto sugiere utilizar, para la demostracion siguiente una transformaciéon que envie la semirrecta P@ ala
Qf)’ Y si elegimos bien los semiplanos correspondientes nos encontramos con una t.r. conocida.

Demostracion.

o Existencia: e
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Sea m un plano que contenga a P y a (). Pensamos en la t.r. que envia la semirrecta m en la C,ﬁj

y a uno de los semiplanos « de 7 de borde P<’—>Q en su opuesto o’. Llamémosla . Veremos que en esa
transformacién hay un punto fijo que serd punto medio de PQ. Se cumple que o(P) = Q, y por el
teorema del transporte, o(Q) = P.

o o es involutiva, es decir 0> = 0 oo = id. Lo comprobaremos calculando las imagenes de ]@ y de a:
750 {2) o (o 72)) o (a7) =7~ )

goo(a) =0(c(a)) =0(@) = a=id(a).
o La recta P(—Cj es estable pues o <PQ) =o(P)o(Q) = <Q_)P = P(—Cj

o Elijamos un punto A del interior del semiplano a: A € o — % Llamemos A’ = o(A4). Se cum-
plird o(A") = A # A'. Asi que o (AA’) = A’A = AA’, es decir, el segmento AA’ es estable. Ademas,
al pertenecer A y A’ a semiplanos abiertos opuestos, ya que A’ € o/ — %, el segmento AA’ inter-
sectard a la recta % en un punto. Sea {H} = AA'N P(—Cj

o Como H € AW 1 PO debe ser o(H) 60<Mm‘i’g> - (M)ma<15_’Q) _AX PG = {H).

Por lo tanto o(H) = H, es decir, H es un punto fijo en o.

En consecuencia, o(HP) = HQ, es decir esos segmentos son congruentes.

Y H € PQ porque ademds de pertenecer a la recta ﬁ), si pensamos en el orden para la recta en el
que P precede a @Q: se cumplira:

si ocurriera que H precede a P entonces tendriamos HQ D HP con HQ # HP con lo cual tendriamos
un segmento congruente con una parte propia de él en contradiccién con el axioma de las t.r. inciso
(c), en péag. 33. También se llega a una contradiccién si se supone que H sigue a Q. Como tampoco
puede coincidir ni con P ni con @ no queda otra posibilidad que H siga a P y preceda a Q.

En conclusién, H es punto medio de PQ.
Observamos que o coincide con la simetria central, en el plano 7, de centro H, ya que transforma la

semirrecta HP en la m, que es su opuesta; y al semiplano « (que tiene borde PQ) = HP) en el
semiplano opuesto «/.

e Unicidad: e Puede haber otros modos de encontrar un punto medio para PQ pero todos tienen que
dar el mismo resultado.

Cualquier otro punto medio de P@ es un punto fijo de la t.r. o recién utilizada. Como esa transformacién
tiene un unico punto fijo (en 7) que es el centro de esa simetria central, cualquier punto medio del
segmento P(Q debe coincidir con el H encontrado anteriormente. m

Es importante comprender muy bien algo de la demostracién anterior: la definicién de simetria central
habla de una semirrecta y de su opuesta etc.; y ahora comenzamos con una semirrecta y otra que no
era su opuesta y llegamos a que también era una simetria central. Esto no debe asombrarnos: En cada
t.r podemos tomar infinitos pares de semirrectas correspondientes, y cada uno, junto con semiplanos
adecuados, determinan la transformacién. Resumiendo: si nos dicen que en cierta t.r. p se cumple que
wla) =d vy p(a) = o con a 'y a' semirrectas opuestas y @ y o semiplanos opuestos, entonces podemos
asegurar que g es una simetria central. Pero si nos dicen que u(b) = y u(8) = conby v, By 5
semirrectas y semiplanos que no son opuestos entonces no podemos decidir, con sélo esos datos, si p es
0 no una simetria central.

Corolario. Si PQ = P’'Q’ entonces no sélo es posible transformar con una t.r. P en P' y Q en Q' sino
también transformar mediante otra t.r. P en Q' y Q en P'.

Demostracion. Si la primer t.r. es p, una segunda se consigue con o o i donde ¢ es una simetria central,
en un plano que incluya a P, con centro en el punto medio de P'Q)’. »

Proposicion. Los dngulos opuestos por el vértice son congruentes.

Demostracién. Sean a y a’ semirrectas opuestas de origen O y b y b’ semirrectas opuestas también de

origen O. Y supongamos que a y b no son opuestas ni coincidentes. Sea « el semiplano de borde a que

contiene a b y o el semiplano de borde a que contiene a b'. Sea o la simetria central de centro O que
T P

T
enviaaaad yaada. oenviabald Porlotantoo( ab )= a’t' . Porlo tanto ab = da'b/ =

Corolario. Si dos rectas son perpendiculares entonces los cuatro dngulos determinados por ellas son
congruentes.
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Demostracion. Por el teorema anterior dadas dos rectas distintas y concurrentes, de los cuatro angulos
que determinan, hay dos opuestos por el vértice que son congruentes y los otros dos también son opuestos
por el vértice y concurrentes. Si ademéas uno de los angulos es congruente a su adyacente, resultara que
los cuatro angulos son todos congruentes entre ellos. =

Es decir que dos rectas perpendiculares determinan cuatro angulos rectos.

6. Simetria axial en un plano

Definiciones.

e Se llama simetria axial a cualquier t.r. o para la que exista un par (a, 3) —donde § es un semiplano
cuyo borde incluya a la semirrecta a— tal que o(a) es a y o(8) es el semiplano opuesto de 8. Al borde
de 3 se le llama eje de la simetria axial

e Dos puntos o dos conjuntos correspondientes en esta t.r. se llaman simétricos respecto de e.

A diferencia de lo que hicimos con las simetias centrales en un plano, aqui no necesitaremos recalcar
simetria axial en un plano porque, segiin veremos, cualquier plano que incluya al eje juega el mismo papel.

(pdg. 67)
Propiedades de la simetria axial

Sean a y a’ semirrectas opuestas de origen O; 3 y ' semiplanos opuestos de borde a U a’ = a,, y sea
o la t.r parala que o(a) =ay o(B8) = .

(a). 0(0) =0, o(a)=d, o@)=p, o(a)=a, o(r)=m. Inmediato por aplicacién de las
propiedades de pag. 39

(b). El punto O es fijo; las semirrectas a y o', la recta a, y el plano w son conjuntos estables en o. (Y
encontraremos en T mas puntos fijos y més rectas estables en o)

Es consecuencia inmediata de lo anterior.

(¢c). La simetria axial es inversa en el plano w. A un semiespacio de borde w le corresponde el otro. Los
pares (a, ) y (a, ') orientan de modo distinto a .

(d). La simetria en 7 es involutiva, por lo que coincide con su inversa. Es decir para puntos cualesquiera
X,Y € Q, y para subconjuntos cualesquiera M, M’ C Q, se cumplird:

o(X)=X" siysdlosi oX')=X.
o(M)=M" siysdlosi o(M)=M.

Es necesario probar o oo =id y o # id.

Seguro que o # id ya que, por ejemplo, o(8) = 3’ # 8. Nos queda verificar que o cumple
coo =id
Lo haremos viendo qué ocurre con las imégenes por o de a y (.

ogoo(a) =0c(c(a)) =o(a) =a =1id(a).
ogoo(B) =a(a(B). =a(p) =4 =id(B)
(e). Todos los puntos de a, son fijos.

Ya tenemos 0(0O) = O. Si X € a, — O, X pertenecera a la semirrecta a 0 a la semirrecta a’; ambas
estables en o. Por el transporte del segmento o(X) = X
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No hay otros puntos fijos en m.ni fuera de

Si X € f—a, deberd ocurrir que X’ € 3’ —a,, y esos semiplanos abiertos no tienen puntos en comun.
Lo mismo ocurre si X € 3 — a,. Y como a cada semiespacio abierto de borde 7 le corresponde el
opuesto, tampoco hay puntos fijos fuera de 7.

.81 X' =0(X), con X' #£ X (es decir X ¢ a,) entonces la recta X X' es estable, corta a a, en el

punto medio del segmento X X' y es una recta perpendicular a a, En otras palabras, La recta a, es
mediatriz de cualquiera de los segmentos determinados por un punto (fuera de a,) y su imagen.

Por un lado,

o(XX)=0(X)o(X')=X'X = XX/

Por otro lado, como X y X' pertenecen a semiplanos abiertos opuestos, el segmento que los une
debe cortar al borde a, en un punto; sea X, ese punto.

X, X =0(X,X) = 0(X,)o(X) = X, X'

Por tltimo, sea Z un punto de a, distinto de X,. Ciertamente, 0(Z) = Z. Veamos qué ocurre con
, T //\
los dngulos X XoZ y X' X2

. oQ—= . ’ .
Como la semirrecta X,X es opuesta a la semirrecta X, X’ los 4ngulos mencionados son adyacentes

R S—
ademds de congruentes. Por lo tanto son rectos y XX’ L a,.
Cualquier recta perpendicular al eje es estable. Es consecuencia de lo anterior.

Si una semirrecta p de w tiene su origen en el eje, y no es perpendicular al eje, entonces el eje

— 5~
contiene a la bisectriz del dngulo PP, donde p' = o(p). (Se deja como ejercicio).

La propiedad que da el nombre a la simetria axial en un plano, es la de que el eje es mediatriz del
segmento determinado por un punto (no perteneciente al eje) y su homdlogo. Es también la que nos hace
reconocer rapidamente a las figuras correspondientes en una simetria axial.

A B r B A

Figuras simétricas respecto de r

% {\\ Correspondientes en:

F F' simetria axial, de centro O.
E E'

Al conjunto “rayado” de vértices A, B, C, D, E y F le corresponde, en la simetria axial de eje r el
conjunto “rayado” de vértices A’, B’, C', D', E' y F’. Y también al segundo le corresponde el primero.
(Recordemos que, tanto la simetria central como la axial son t.r. involutivas)

7.

Perpendicular a recta en un plano

Teorema. (Existencia y unicidad de la perpendicular a una recta de un plano) Dados una rec-
ta r y un punto R de un plano m existe exactamente una perpendicular a r, contenida en 7, que pasa por

R.

Demostracion.

e Existencia: e Basta hacer las construcciones indicadas en las figuras.
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s R

Caso R ¢ r Datos: recta r y punto R & r

Construccién: Sea o, la simetria axial de eje r
>
r R’ = 0,(R) Resultado: RR’
—
RR' 1 ry pasa por R.

. R/

H Datos: recta r y punto R € r
Construccién: Sea o, la simetria axial de eje r

—
Elegimos H ¢ r. Sean H' = o.(H) {P}=rnNHH'

N
e Si R= P, entonces HH' 1L ry pasa por R.
e Si R # P, sea Mpunto medio de RP,
o la simetria central de centro M,

H'H" = oy (HH')
y =0M
—
H'" H' H"H" 1 ry pasa por R.

HI/

Caso Rer

e Unicidad: e Estd esquematizada en las figuras.

R
Caso R ¢ r pLlrp Lr{R}=pnyp
pl \p' o,: simetria axial eje r
M L Sea R'=0,(R), R#R'
or(p) = p, or(p) = V'
py p’ deben pasar por R’. Deben coincidir.
‘R

Es importante notar que, para el caso R € r, nos preocupa la unicidad de la perpendicular dentro del
plano 7; en todo el espacio no hay una unica perpendicular sino infinitas; veremos mas adelante que
todas ellas estdn contenidas en un plano (diferente del plano 7.
p\ [p plr,p Lr,Peanp, PPeany
Caso Rer . , . ,
op ¥y 0p simetrias de ejes p y p

op(r) =r, 0p(P) = P, op(a) = «
op(r) =r, op(P) =P op(a) =a

P op = 0. Los puntos fijos estan todos en el eje.

Por lo tanto p = p/

Ya sabemos que los cuatro angulos rectos que forman dos rectas perpendiculares son congruentes entre si;
el corolario siguiente nos asegura que todos los dngulos rectos son congruentes, sin que importe qué vértice
tengan, cudles semirrectas sean sus lados, o si son o no coplanares.

Corolario. Todos los dngulos rectos son congruentes. La perpendicularidad se preserva en las t.r.
. T T . .
Demostracién. Sean ab y cd é&ngulos rectos de vértices Q1 y Q2. Llamemos o’ y ¢’ respectivamente

a las semirrectas opuestas de la a y la c. Sea « el semiplano, del plano 71, de borde a y que incluye a by
sea <y el semiplano, del plano 72, de borde ¢ y que incluye a d.
c

b 7V
N Q2 d
Q1 g
a’ ¢
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Sea p la t.r. que envia a a ¢ y @ a 7. (jNo necesitamos saber darle un nombre a esta t.r!). Tendremos:

pa)=c, pla)=vy, ula)=c, y ub)=h,
para cierta semirrecta h (no estd ilustrada) incluida en + y con igual origen que d. Si justificamos que

h = d resultard que
T T T

ab = ch = cd

— — . — — . . .

Como ab = a'b , también serd ch = ¢'h ; es decir que la recta x (no estd ilustrada) que incluye a
o

h, incluida en s, es perpendicular a la que incluye a ¢. Como también c¢d = ¢'d , también la recta y

que incluye a d es perpendicular a la que incluye a ¢. Tanto  como y son perpendiculares a la misma

recta, estan incluidas en m y pasan por Q2. Como hay una tnica perpendicular en esas condiciones, debe

ocurrir que x = y; por lo tanto h = d. =
Corolario. Si tres rectas coplanares a y b y ¢ son tales que a y b son perpendiculares a ¢, entonces a || b.

Demostracion. Sea w el plano que contiene a a, b y c.

e Caso a = b: tendremos a || b.

e Caso a # b: no puede ocurrir que a y b sean concurrentes en un punto, llamémosle H, porque entonces
por H tendriamos, en 7, dos perpendiculares a ¢, la a y la b. =

Hacemos notar que ain no podemos demostrar un reciproco del corolario anterior: Si a, b, y ¢ son
coplanares y a || b y a L ¢ entonces b L ¢. Debemos esperar a poder contar con el axioma de la paralela.

8. Algo mas sobre t.r “sencillas”

Terminaremos de analizar las t.r. que transforman una semirrecta en la misma o en su opuesta y un
semiplano de borde esa semirrecta en el mismo o en su opuesto. Sean a y a’ semirrectas opuestas de origen
O; a y o semiplanos opuestos de borde a U a’ = a,. Pensemos en las t.r. sugeridas por las columnas de
la tablita, que envien la semirrecta a a ella misma o a su opuesta a’ y el semiplano « a él mismo o a su
opuesto o’. En todas ellas el plano m = aU o’ es estable.

~|
~|

al a | a a | a
alad | a|d | a
al|l a|d | d | «a

Q\
Q\
Q
Q
Q\

La columna (1) corresponde a la transformacién identidad. La (2) corresponde a una simetria central de
centro O, en el plano 7. La (3) corresponde a una simetria axial de eje a, y la (4) veremos que corresponde
a una simetria axial de eje una recta perpendicular a a, por O.

Proposicién. Sean a, a’ semirrectas opuestas de origen O, con a, = aUa’ y a uno de los semiplanos
de w de borde a,. Si una t.r. p cumple que p(a) = a’ y p(a) = a, entonces p es la simetria axial, que
tiene por eje la recta de m perpendicular a a, por el punto O.

Demostracion. Sea p, una recta perpendicular a a, por O y p una de la semirrectas de p, de origen O.
Sea o, la simetria axial de eje p,. Justificaremos que o, = p, verificando que ambas t.r. actiian del mismo
modo sobre a y «, donde « es el semiplano de borde a, que incluye a p,.

op(a) = d’, porque a estd contenida en la recta estable perpendi-
cular al eje por O, y a y @’ estdn a distinto lado del eje p,.
Como p es interior al semiplano «, debe ocurrir que o,(p) sea
interior al semiplano o,(a); y este semiplano debe tener por borde,
la recta que contiene a o,(a) = a’. Pero o,(p) = p. Asi que debe
o ocurrir que op(a) = a.
a = : > @ Por lo tanto las imédgenes de a y de a por las t.r uy o, coinciden
y en consecuencia i = op.

p

)

Observamos que las t.r. sugeridas por las columnas (1) y (2) de la tablita anterior preservan la orientacién
de 7, mientras que las (3) y (4) la invierten. Naturalmente, como la orientacién de todo el espacio se
preserva, para las t.r. que preservan la orientacién de m, los semiespacios de borde el plano 7 son estables.
En cambio para las otras t.r. esos semiespacios son uno correspondiente del otro.



Capitulo V

Aplicaciones a angulos y triangulos

1. Composiciéon de simetrias axiales de ejes coplanarese

Conocer bien todo lo que tiene que ver con simetrias axiales en relacién a un plano es tedricamente
suficiente para conocer todo acerca de las simetrias centrales en ese plano ya que se cumple:

Proposiciéon. Dado un punto O € w, la simetria central de centro O del plano 7 se puede expresar como
la composicion de dos simetrias axiales de ejes dos rectas perpendiculares del plano w que pasan por O.

Demostracién. Sean a y b dos semirrectas perpendiculares del plano 7 de origen O y @’ y b’ las semirrectas
respectivamente opuestas a a y b. Sea oo la simetria central, en el plano 7 de centro O y o, y o3 las
simetrias axiales de ejes la unién de a a’ y la unién de b y b’ respectivamente. Para demostrar que
oo = 04 0 0y alcanza con que veamos que las t.r. de ambos miembros actiian del mismo modo sobre una
semirrecta y un semiplano de borde esa semirrecta. Y si elegimos bien la semirrecta y el semiplano, el
trabajo de demostrar eso sera sencillo. Elijamos, para analizar cémo actiian ambas t.r., a la semirrecta a
y al semiplano «, de borde a, que contiene a la semirrecta b. Y para ayudarnos en ese sentido, llamemos
o' al semiplano opuesto del « y elijamos un punto B € b — {O}.

00: simetria de centro O; a L b
04, 0p simetrias de ejes a y b

00 =04 00p =0p 00,

e Accién de op:
oola) =d y oo(a) =d.

e Accién de o, 0 op.
oq00p(a) = 04(a’) = a'. (La primera igualdad porque a L b, y la segunda porque el eje contiene a a').
04 00y(B) = 0,(B) = B’, con B’ € ¥ y O punto medio de BB’. Como « contiene a B y O est4 entre
By B, B’ € ¢/, y en consecuencia o, o op(a) = &'. Por lo tanto, 0o = 0,0 0p. =

También es cierto, queda como ejercicio, que cualquier t.r. en la que un plano sea estable puede expresarse
como composicién de a lo sumo dos simetrias axiales y o centrales. (Es decir la t.r puede ser una simetria
central, o una simetria axial. o puede expresarse como composicién de una simetria de cada clase, o como
composicién de dos simetrias del mismo tipo). O, en definitiva como la composicién de a lo sumo tres
simetrias axiales.

2. Mediatrices y bisectrices

En el estudio realizado de la simetria axial han aparecido mediatrices y bisectrices: si P es un punto

no perteneciente al eje entonces el eje de la simetria axial es mediatriz del segmento determinado por X

y su imagen X'; y si p es una semirrecta con origen en el eje de simetria, pero no contenida en él, ni en
— 5~

una recta perpendicular a él, entonces el eje contiene a la bisectriz del angulo PP’ donde p’ es la imagen
de p en la simetria.

Proposicion. Cada segmento de un plano tiene, en ese plano, una unica mediatriz.

49
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Demostraciéon. Sabemos que una recta es mediatriz de un segmento si y solo si pasa por el punto medio
del segmento y es perpendicular a la recta que contiene el segmento.

Entonces la demostracién es inmediata ya que cada segmento tiene un tinico punto medio, y por ese
punto, en el plano en cuestién, hay una tinica recta perpendicular a la recta que contiene el segmento. =

_ —0 o—>
Para simplificar la exposicién, aceptaremos decir que un segmento AB (o AB, o semirrecta AB, etc.) es
perpendicular a la recta C<—)D (o al segmento C'D o a la semirrecta OC'—Z—)>, etc ) cuando las rectas AB y

> .
C'D son perpendiculares.
Teorema. Cualquier dngulo tiene una unica bisectriz.

(Aun no hemos introducido dngulos llanos ni nulos por lo que todos los dngulos tienen por lados semi-
rrectas distintas y no coincidentes). Si tuviéramos un dngulo dibujado en papel y quisiéramos marcar la
bisectriz del dngulo, lo doblariamos de modo de hacer coincidir a los dos lados. Esto, o lo estudiado de
simetrias axiales, nos sugiere utilizar, en lo que sigue, una t.r que envie un lado del angulo al otro lado

Demostracion.

T
o Existencia de bisectriz e Dado el angulo ab , de vértice O, elijamos A € a y B € b, con A, B
distintos de O, y OA = OB. Sea M el punto medio de AB. Sea « el semiplano de borde OA que
contiene a B y (3 el de borde O<—B> que contiene a A

Sea p la t.r. que cumple:

o pu(a) =by p(a) = B. u es inversa en .
Es inmediato que pu(0O) = O.
Por transporte de dngulo se cumple que u(b) = a.
Entonces, u(3) = a y p es involutiva.
Por transporte de segmentos, se cumple que u(A) = By u(B) = A.
Y también debe ocurrir (M) = M. (Si fuera u(M) igual a cualquier
otro punto de AB llegariamos al absurdo de un segmento congruente con
una parte propia).

T T — —
w(MOA)=MOB, es decir MOA=MOB

T

OM es interior al dngulo AOB .

—
Es decir que OM es una bisectriz de AOB .

e Unicidad de bisectriz e Sean A, By M los puntos utilizados en el inciso anterior. Sea ¢ la simetria
axial respecto de OM. Supongamos que hubiera una bisectriz h distinta de la ya encontrada OM.
— —
(Hacer una figura ilustrativa). Serfa interior a alguno de los dngulos MOA o MOB. Su imagen por
o, h' = o(h) seria interior al otro d4ngulo. Pero entonces:

e~

ha =  hb por ser h bisectriz
T T
ha = h'b por ser correspondientes en o

T
Llegarfamos al absurdo de hb = h’b con ambos dngulos con igual vértice y un sector angular parte
propia del otro. =

Aunque la demostracién estd terminada, puede interesar comprobar que la t.r. p utilizada para la de-
mostracién de existencia coincide con la t.r. o utilizada para la demostracién de unicidad. Se deja como
ejercicio.

3. Triangulos con dos lados o dos angulos congruentes. Clasifi-
cacién de triangulos

A . — T
Definicién. En un ‘gé\ngulo ABC, se dice que euzﬁo AB y el angulo ACB son opuestos uno del
otro; también AC'y ABC' son opuestos, y BC'y BAC son opuestos.

Teorema. Si dos dngulos de un triangulo son congruentes entonces los lados respectivamente opuestos
a esos dngulos también son congruentes.
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AN — — — N
Demostracion. Sea ABC el triangulo con BAC = ABC'. El lado opuesto a BAC' es el BC'y el opuesto

T R
del ABC esel AC. L
Sea m la mediatriz del segmento AB, que corta al segmento en su punto medio M y o,, la simetria axial
de eje m.

C ¢

A M B

Por propiedades de la simetria axial, 0,,(A) = By oy, (E) = BA.

Llamemos C’ = 0,,(C). Tendremos que o, (AC) = BC" y por lo tanto AC = BC’. (Es decir que la
ilustracién anterior con C’ distinto de C' corresponde a una situacién imposible).

. <= . ’ /\ .
Sea 7 el semiplano de borde AB. y que 1nchye\a C’./P\or transporte del aggglo Cxﬂ?\a patir de la
semirrecta BA sobre el semiplano v, y ya que BAC = ABC, tendremos o, (BAC’) =ABC.

Por tltimo, como C € AC N BC resultaré que C' =0, (C) € o (E) Nom (B?) = BCNAC = {C}.

Es decir C" € {C}, y por lo tanto C’ = C. o
En consecuencia, BC" = BC'y de AC = BC" obtenemos AC = BC'. »

También se cumple el reciproco del teorema anterior:

Teorema. Si dos lados de un tridngulo son congruentes entonces los dngulos respectivamente opuestos
a esos lados también son congruentes.

JAN _ . —
Demostracion. Sea ABC' el tridngulo con BC = AC. Sea b la bisectriz del angulo ACB , y o} la simetria
axial cuyo eje incluye a b.

C

A B

— —
Sea P perteneciente a la bisectriz, con P # C'. Por transporte de angulos, y dado que PCA = PCB,, se
cumpliré 0, (CA) = CB y 03,(CB) = (ﬁi_ L
Por transporte de segmentos y dado que CA = CB, se cumplird 0,(A) = By o(B) = A.
— T — T

Pero entonces: o,( ABC ) = BAC y por tanto, ABC = BAC .«

Definiciones.

e Un tridngulo se dice equilatero si sus tres lados o sus tres lados o sus tres angulos son congruentes.
e Un tridngulo se dice isdsceles si tiene un par de lados o un par de angulos congruentes.

e Un tridngulo se dice escaleno si no es isdsceles.

Por los teoremas anteriores, si un tridngulo tiene dos dngulos (o dos lados) congruentes también tiene
congruentes los lados (o los dngulos) opuestos. Asi que, en las definiciones anteriores, se podia haber

mencionado sélo la condicién de los dngulos o sélo la condicién de los lados. Con las definiciones dadas,
cualquier tridangulo equildtero resulta isésceles.

Definiciones.
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e Dadas una recta r y un punto A se llama pie de la perpendicular por A a r, al punto interseccién
de r con una recta por A perpendicular a r. Si A € r, el pie de la perpendicular coincide con A.

A
e Dado un ABC, cualquiera de sus lados puede ser elegido como base del tridngulo. Elegida una base
para el tridngulo, se llama altura del tridngulo (en relacién a esa base) al segmento determinado
por el vértice opuesto a la base y el pie de la perpendicular desde ese vértice a la recta que incluye a
la base. También se llama altura a la recta que incluye a ese segmento.

Para los tridngulos isésceles que no son equildteros, es usual elegir como base el lado que no es congruente
con los otros dos.
Es inmediato justificar que:

A
Corolario. (Sobre mediatriz, bisectriz y altura en tridangulos isésceles) Si un tridngulo ABC es
- _ T T - —
isosceles, con AC = BC, o con C’AB/E\CBA , y st M es el punto medio de AB, entonces CM es me-

diatriz de AB y CM es bisectriz de ACB. Ademds eligiendo AB como base del tridngulo, resulta que
CM es la altura correspondiente.

4. Comparaciones entre segmentos y entre angulos

Definiciones. Dados los segmentos AA’ y BB’ diremos que el segmento AA’ es menor que el segmento
BB’ y escribiremos AA’ < BB’ si existe un punto H € BB’ tal que AA’ = BH.
T T — T
e Dados los dngulos aa’ y bV diremos que el 4ngulo aa’ es menor que el dngulo bb' 'y escribi-
T — P

remos aa’ < bb' siexiste una semirrecta h interior al dngulo bb’ tal que aa’ = bh .

Usando composicién de t.r. se justifica que estas relaciones de “menor” para segmentos y para angulos
son transitivas; es decir, son relaciones de orden.

No llega a cumplirse la propiedad de tricotomia: puede haber dos segmentos que no sean ni uno menor
que el otro ni el otro menor que el uno y que tampoco sean iguales. Pero si se cumple la propiedad que
llamaremos de casi-tricotomia:

Proposicién. Dados los segmentos AB y A'B’ se cumplird una y solo una de las condiciones siguientes:
AB< A'B’, AB=A'B', A'B' < AB
T —
Proposicion. Dados los dngulos ab y a'b’ se cumplird una y sélo una de las condiciones siguientes:
P S P S P S
ab < d't’, ab =db, db < ab

Como de costumbre, AB < C'D significa lo mismo que C'D > AB que se lee CD es mayor que AB; y
lo mismo ocurre con los dngulos. También utilizaremos los simbolos < y >.

Llamado a la intuicion

Recordamos que en cualquiera de los 6rdenes naturales para los puntos de una recta, no hay ni primer
ni dltimo elemento; y entre dos puntos distintos siempre hay otro. Aqui sucede lo mismo con el orden
para los segmentos y el orden para los dngulos. Sin embargo nos vamos a encargar de inventar un nuevo
segmento y un nuevo angulo que sean menores que todos los deméds, y vamos a inventar un dngulo que
sea mayor que todos los demas.

La intuicién, y las definiciones dadas, nos dicen que, si en una recta elegimos un punto A y luego
pensamos en las posibilidades de elecciéon de otro punto X sobre la recta, recorriendo los puntos de
r de acuerdo a un orden natural determinado, cuando nos vamos “acercando” con X a A, obtenemos
segmentos AX cada vez més pequefios y cuando nos pasamos al otro lado de A y nos vamos “alejando”
de A, empieza a crecer de nuevo el segmento AX.

Si recorremos las semirrectas de un haz prestando atencién especial a un semirrecta a y a su opuesta
a’, a medida que avanzamos, en alguno de los sentidos de giro, yendo de a hasta a’ nos vamos encontrando
con semirrectas que junto con a determinan dngulos cada vez mas grandes. Luego de pasar por a’, los
angulos comienzan a disminuir.

Todo esto nos lleva a introducir lo siguiente:
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5. Segmentos nulos. Angulos nulos. Angulos llanos

Aceptamos llamar segmento nulo a cualquier conjunto de un sélo punto, y aceptaremos que es un
segmento menor que cualquier otro. Aceptaremos también que cualquier segmento es suma de él mismo
con el segmento nulo en ese orden o al revés).

Convenimos en llamar angulo nulo al formado por una tnica semirrecta y angulo llano al formado
por una semirrecta y su opuesta. Es decir un dngulo nulo no es ni mas ni menos que una semirrecta; y
un dngulo llano es una recta y cualquiera de sus puntos servird como vértice de ese dngulo (habria que
indicar expresamente cudl es su vértice, y cudl de los dos semiplanos podriamos considerar su interior).

Aceptaremos que un angulo nulo es menor que cualquier otro no nulo, y que el dngulo llano es mayor
que cualquier otro no llano. Cualquier dngulo es suma de él mismo con el angulo nulo.

Clasificacion de angulos y triangulos

Definiciones.

e Un angulo se dice agudo si es menor que un recto.

e Un angulo se dice obtuso si es mayor que un recto.

e Un tridangulo se dice rectangulo si tiene un angulo recto.

e Un tridngulo se dice obtusangulo si tiene un dngulo obtuso.

e Un triangulo se dice acutangulo si tiene sus tres dngulos agudos.

Podria pensarse que deberiamos definir mas tipos de triangulos por ejemplo darle un nombre especial a
un tridngulo que tenga dos angulos rectos y uno agudo. Veremos, luego de definir suma de dngulos, que
no es tGtil inventar mas nombres porque sucede que cualquier tridngulo tiene, por lo menos, dos angulos
agudos.

6. Comparaciones de lados y angulos de un triangulo

Teorema. (Primero del dngulo exterior de un tridngulo) En todo tridngulo, un dngulo exterior
es mayor que cualquiera de los dngulos interiores del tridngulo no adyacentes.

A
Demostracién. Dado el ABC, sea B’ perteneciente a la semirrecta opuesta a la CA. Veremos que
— —

BCB' > CBA . Para ello, utilizamos o, simetria central, en el plano del tridngulo, de centro A’ punto
medio de BC'. Se cumple que, si A” = o(A), entonces A y A” estdn en semiplanos opuestos de borde
BC,y enﬁlgnsmo/sirmplano de borde AB’ = AC. Es decir que CA” es interior al éngulo BCB’ y por
lo tanto BCB'>BCA".

! T — T
Por ser correspondientes en 0, BCA = CBA. En definitiva, BCB’ > CB/A.\
En fo/rga sim/ilg, teniendo en cuenta el &ngulo opuesto por el vértice del BC'B’, se demuestra que también
es BCB'>CAB «

Corolario. Si un tridngulo es rectdngulo u obtusangulo entonces tiene dos dngulos agudos.

Demostracién. El angulo exterior adyacente a un angulo interior obtuso o recto es agudo o recto. Y debe
ser mayor que cualquiera de los otros dos dngulos interiores. Por lo tanto esos otros dos angulos seran
agudos. =

Nota. Los tridngulos que estudiamos en este curso no son los que podrian “dibujarse” en la superficie
de la tierra supuesta esférica (los tridngulos esféricos estdn formados por arcos de circunferencias de radio
el de la esfera). Por ejemplo no es dificil imaginar un gran “tridngulo” con dos de sus lados incluidos en
dos meridianos correspondientes a longitudes que difieran en 90° y el tercer lado incluido en el ecuador;
tendré sus tres angulos rectos, y cualquiera de los angulos exteriores de este gran tridangulo es congruente
con cualquiera de los angulos interiores en lugar de ser mayor que los dos no adyacentes.
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Corolario. Sea r una recta y P un punto no perteneciente a ella y Iiilpie de la perpendicular desde
P ar. Sea X cualquier w dewstinto de H. Entonces el dngulo PX H es agudo. Y si X' € r con X
entre H y X', entoncesPX'H< PXH

Demostracion.
P

)i] X X7
A

Basta aplicar el teorema del dngulo exterior al tridngulo PX H, para el angulo exterior de vértice H y
A

el 4ngulo interior de vértice X; y al tridngulo PX X', para el angulo exterior de vértice X y el angulo
interior de vértice X'. u

—
Ejercicio 6.1.- Sea P¢ un angulo, X un punto interior al &ngulo, y P y @ los pies de las perpendiculares
desde X a las rectas que incluyen a los lados del angulo. Entonces al menos uno de esos pies pertenece a
un lado del tridngulo.

Teorema. (Mayor lado, mayor dangulo) FEn todo tridngulo a mayor lado se opone mayor dngulo; y
reciprocamente, a mayor dngulo se opone mayor lado.

A - N T T
Demostracion. Dado el tridngulo ABC', veamos que AC > AB si y sélo si ABC' > ACB.
e Si AC > AB, transportamos el segmento AB sobre la semirrecta AC y obtenemos B’ € AC con
AB' = AB.
B

B’ C

e

— T T T
La semirrecta BB’ resulta interior al 4ngulo ABC, por eso se cample ABC > ABB".

JAN T T
El tridngulo ABB’ es isésceles, por lo que ABB’*AB’B

P P

Por el teorema del angulo exterior aplicado al BB C' y al dngulo exterior BB’Ay al interior ACB:
AB B> ACB
Entonces, ABC >ABB’—AB'B> ACB de donde ABC > ACB

e Si ABC > ACB , analicemos las tres posibilidades que tenemos para los segmentos AC'y AB (propiedad

de casi-tricotomia); descartaremos dos de ellas:
JR— JE— T T
o Caso AC' = AB. Aqui el tridngulo serfa isdsceles y tendriamos ABC = ACB, en contradiccién con

la hipotesis.

o Caso AC < AB.Eslo misgo\que £_3\> AC'. Por lo ya demostrado de que a mayor lado se opone
mayor angulo, tendriamos AC'B > ABC, en contradiccién con la hipdtesis.

o Caso AC > AB. Es el tinico que nos queda como posible.

Definiciones. En un tridngulo rectangulo se llama hipotenusa al lado opuesto al dngulo recto, y se
llama cateto a cualquiera de los otros dos lados (opuestos a los dngulos agudos).

Con esta definicién, por el teorema anterior:

Corolario. La hipotenusa de cualquier tridngulo rectangulo es mayor que cualquiera de sus catetos.

Corolario. Sea r una recta, P un punto no perteneciente a ella y H el pie de la perpendicular desde P
ar. Sea X cualquier punto de r distinto de H. Entonces PH < PX.

Demostraciéon. Es consecuencia directa del corolario anterior. m
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7. Suma de segmentos y suma de angulos

Recordamos que, hasta ahora, los extremos de un segmento son puntos distintos y que los lados de
un angulo son semirrectas distintas y no opuestas.

Definiciones. Se dice que un segmento AA’ es suma de los segmentos no nulos BB’ y CC" si existe

o—oO R
un punto H € AA’ tal que AH = BB’ y HA’ = CC’. También diremos que cualquier segmento es suma
de él y un segmento nulo (en ese orden o al revés). .

AI
H

A B AA’ es suma de BB' y CC"

~85 C

Dados dos segmentos BB’ y C'C” hay muchos segmentos que son suma de ellos dos, y son todos congruentes
entre si. Por cada semirrecta podemos encontrar uno: Sea a una semirrecta de origen P; transportamos
el segmento BB’ a la semirrecta a, y “a continuacién” transportamos C'C’; es decir determinamos ) € a

tal que PQ = BB’ y R en la semirrecta opuesta a la OQ? tal que QR = CC". El segmento PR resulta
ser suma de los segmentos dados.

T T
Definiciones. Se dice que un d4ngulo aa’ es suma de los dngulos no nulos bb' y cc si existe una

semirrecta h interior al dngulo aa’ tal que ah = bV y ha’ = ¢ . También diremos que cualquier
dngulo es es suma de él mismo con el dngulo nulo; (en ese orden o al revés). Ademds, diremos que cualquier
angulo llano es suma de dos dngulos adyacentes cualesquiera. .

b

b/ — T T
h aa’ essumade bV y e

e Dos angulos se dicen complementarios si un dngulo recto es suma de ellos. (Lo abreviaremos diciendo
que suman un recto).

e Dos dngulos se dicen suplementarios si un dngulo llano es suma de ellos. (Lo abreviaremos diciendo
si suman un dngulo llano).

o~

Dados dos dngulos no nulos bb' y cc’ , no siempre hay dngulos que sean suma de ellos; pero si

llega a haber uno, todos los congruentes con él también lo seran. Para decidir si existe un angulo suma,

y en caso afirmativo encontrar uno, se puede elegir cualquier semirrecta p, y un semiplano « de borde p
T

T
y transportar el &ngulo bb’ a partir de p sobre «, y luego “a continuacién” transportar cc’ ; es decir
sy

determinamos una semirrecta ¢ C «, con igual origen que p, tal que P4 = bb’ y una semirrecta r en el
— —
semiplano opuesto al de borde ¢ que contiene a p, tal que 47 = cc’ . Si esta semirrecta r estd incluida

en el interior de «, entonces habremos encontrado una solucién. Si no, no existird ningtiin dngulo que sea
suma de los dados.
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/ T T T — —

N pr essumade P4 y 4r ;ytambién de bV y cc

T T T T T
PS noessumade P4 y 945 ;nide b y cc’

<b/b S %J N

Las comparaciones y la suma de segmentos y de angulos satisfacen muchas de las propiedades espe-
rables. Por ejemplo, las propiedades conmutativas para las sumas se pueden enunciar:

Proposicién. Si AA’ es suma de BB' y CC" entonces también AA’ es suma de CC" y BB’

Para la demostracién, se puede utilizar la simetria axial respecto de la mediatriz de segmento AA’.
Similarmente,

Proposicion. Si aa’ es suma de bb y cc entonces también aa’ es suma de cc y bb

T
Para la demostracién, se puede utilizar la simetria axial respecto de la bisectriz del dngulo aa’ .
En especial, se cumple que

= Si un segmento es suma de otros dos no nulos, entonces es mayor que cualquiera de los sumandos.
= Siun dngulo es suma de otros dos no nulos, entonces es mayor que cualquiera de los sumandos.

= En cualquier suma de dngulos o segmentos se puede sustituir uno de los sumandos por otro con-
gruente con él.

Teorema. (Desigualdad triangular) En cualquier tridngulo, uno cualquiera de sus lados es menor
que la suma de los otros dos. (Exagerando el cuidado de nuestras expresiones, deberiamos decir menor
que cualquier segmento que sea suma de los otros dos.)

JAN _
Demostracion. Dado el ABC, transportamos el segmento C'B sobre la semirrecta opuesta a la C Z,
obteniendo B’'.

A B

T — —
BC resulta interior al angulo ABB’, lo que justifica ABB'>CBDB.

AN P T~ —
Como el tridngulo CBB’ es isésceles, CBB'=CB'B=AB'B.
T T A
Por lo tanto ABB’ > AB’B. entonces aplicando al tridngulo ABB’ que a mayor dngulo se opone mayor
lado, obtenemos AB’ > AB. Esto completa la demostracién, ya que el segmento AB’ es suma de AC' y

de BC.

Teorema. (Desigualdad poligonal) Si Ay, As, ..., A, son los vértices de una poligonal, entonces el
segmento A1 A, es menor que la suma de los lados de la poligonal.

Demostracién. El caso n = 3 corresponde a la desigualdad triangular. El caso para n = 4 lo podemos
demostrar utilizando el caso para n = 3:

En general, el caso par un cierto n = h + 1 se hace a a partir del caso n = h. La formalizacién de todo
esto constituye una demostracién por inducciéon matematica.
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8. Equidistancia. Lugares geométricos

Definiciones.

e Se dice que un punto A equidista de los puntos By, Bs, ..., By, si todos los segmentos ABy, ABs,
..., AB,, son congruentes.

e Se dice que un punto A equidista de las rectas ri, r2,..., ry, si todos los segmentos AH;, AHs,
..., AH, son congruentes, donde los H; son los pies de las perpendiculares desde A hasta las rectas
r;, parai = 1,2,...,n . Se acepta también que si un punto pertenece a dos o mads rectas entonces

equidista de todas ellas.
e Se llama lugar geométrico de los puntos que cumplen determinada propiedad al conjunto de los
puntos del espacio que cumplen esa propiedad.

Para demostrar que cierto conjunto A es el lugar geométrico de los puntos X que cumplen determinada
propiedad, hay que justificar dos proposiciones:

= Si X cumple la propiedad entonces X pertenece al conjunto A.
= Si X pertenece al conjunto A entonces X cumple la propiedad.

Por ejemplo, El lugar geométrico de los puntos que estdn entre dos puntos distintos A y B, es el segmento
abierto AB.

Teorema. FEl lugar geométrico de los puntos de un plano que equidistan de dos puntos dados de ese
plano es la mediatriz del segmento determinado por los dos puntos.

Demostracion. Hay que probar que si un punto del plano 7 equidista de P y ) entonces pertenece a
la mediatriz m del segmento PQ en ese plano. Y que si un punto pertenece a la mediatriz m entonces
equidista de P y . Recordamos que m L % y que m pasa por el punto medio M de PQ.

e Si X equidistade Py Qy X em: e

o si X estd alineado con Py @, serd X = M, punto medio de PQ, y X pertenecera a la mediatriz de
PQ, es decir X = M.

m m

A
o si X no esta alineado con Py ), pensamos en el tridngulo PX @ que resulta isésceles, con PX = QX
entonces, por el corolario sobre mediatriz y bisectriz de pag. 52, X pertenecerd a la mediatriz de PQ
en 7.

e Si X pertenece a la mediatriz, en 7, de PQ: e

o si X estd alineado con P y @ entonces X seré el punto medio de PQ y pertenecerd a la mediatriz
de PQ.

o si X no estd alineado con P y @ entonces en la simetria axial o de eje la mediatriz, el punto X es
fijo y o(P) = Q, con lo que 0(XP) = XQ es decir XP = XQ. =

Teorema. FEl lugar geométrico de los puntos interiores a un dngulo no nulo ni llano, que equidistan de
sus lados, es la bisectriz del dngulo (excluido el vértice del dngulo, que no es un punto interior).

/\
Demostraciéon. Consideramos el P4 de vértice O.

e Si X es interior al angulo y equidista de los lados p y g:

o

p 0 v bisectriz de P/)@
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Llamemos P al pie de la perpendicular, desde X, a la recta que incluye a p; y llamemos @ al pie de la
perpendicular, desde X, a la recta que incluye a g. Se cumple que P, X y @ no estdn alineados. (Si lo

R —g —
estuvieran, como p y ¢ son coplanares y perpendiculares respectivamente a X P y X @, seria p || ¢, en
contradiccién con que son lados de un dangulo no nulo ni llano).

Sea 0, la simetria axial cuyo eje incluye a la bisectriz v de ﬁXb oy, es involutiva y

o 0,(P) = Q, por transporte del X P que es congruente con X Q.
) O’U(f()—d) = (Q—>O, porque son las tnicas perpendiculares por O, en el plano 7, respectivamente a p y q.
o Como {O} = PON Q<—()), entonces
< < > <~
0,({0}) = 0y (PO N QO) = Q0N PO = {0},
es decir 0,(0) = O. Por lo tanto, O es un punto fijo en o, y debe pertenecer al eje de simetria.
—
Asf que 0,(POX) = @
—
Se puede/'gstiﬁcar que Pepy que/Q\E q, por lo que @: Pq . Como ademds X es interior al
angulo P9¢ | OX seré bisectriz de P4 .

T

e Si X € b— {0}, con b bisectriz de P9¢ :

0

—

b bisectriz de P9¢

p

Consideramos la simetria axial o, cuyo eje incluye a b. Sea P el pie de la perpendicular desde X a la
recta que incluye a p, y sea Q@ = 0p(P). Como X pertenece al eje resultard que XP = XQ, y Q pie

de la perpendicular desde X a la recta w Si probamos que @ pertenece a ¢ habremos terminado la
demostracion.

Por transporte de dngulo, debe ocurrir que o(p) = ¢. Y como P € p debe ocurrir o,(P) € ap(p), es
decir @ € gq.

Se deja como ejercicio demostrar que:

Teorema. FEl lugar geométrico de los puntos de un plano m que equidistan de dos rectas de m, secantes,
es la union de dos rectas tales que, esa union coincide con la union de las cuatro bisectrices de los dngulos
determinados por las rectas.

9. Congruencia de triangulos

Como ocurre con cualquier par de conjuntos de puntos, dos tridngulos se dicen congruentes si son
correspondientes en una t.r. Si una t.r. envia un tridngulo a otro tridngulo, es irremediable que cada

vértice del primero de los tridngulos se transforme en algtin vértice del segundo.
A A
Cuando digamos que los tridngulos ABC y A’B’C’ son congruentes usualmente estaremos queriendo

A A
decir no sélo que hay una u en la que u(ABC) = A’B’C’ sino que exactamente u(A) = A’, u(B) = B’y
u(C) = C" y en consecuencia serd

JE— R R - T T — — — —
AB=A'B’" BC=B'C" CA=C'A’ ABC=A'B'C" BCA=B'C'A’ CAB=C'A'B’

Los llamados criterios de congruencia de tridngulos se refieren a que es suficiente que se cumplan
algunas (ya veremos cudles) de las seis congruencias anteriores para que ademds se cumplan las otras; y
para que, en definitiva, los tridngulos resulten congruentes.

Para justificar esos criterios, mostraremos que hay alguna t.r. que transforma uno de los tridngulos
en el otro. Y para ello alcanza con mostrar que la t.r. transforma los vértices de uno de los triangulos en
los vértices del otro.

Tenemos los criterios siguientes:
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Criterio L-A-L Si dos triangulos tienen respectivamente congruentes dos lados y el dngulo comprendido,
entonces son congruentes.

c’ B’
A
C Proponemos o tal que:
fr () -7
o(v) =2
B N

A A
Dados los tridngulos ABC y A’B'C’, sean v, ' v ¢ los semiplanos y la t.r. sugeridos por la
ilustracién. Se cumplird: o(B) = B’; Por transporte del segmento BA sobre la semirrecta B’A’,
/\

debera cumplirse 0(A) = A’. Por transporte del 4ngulo ABC' a partir de la semirrecta B’ A’ sobre
— — —
~', o(BC) = B'C’. Por transporte del segmento BC sobre la semirrecta B'C’, o(C) = C'.

Criterio A-L-A Si dos tridngulos tienen respectivamente congruentes un lado y los dngulos con vértices
en los extremos del lado, entonces son congruentes.

A/

Proponemos 7 tal que:
T (Eﬁj: A'C
T(8) =4

Sean 3, 3 y 7 los semiplanos y la t.r. sugeridos por la il la ilustracién. En la t.r. que se indica se con }\e
7(A) = A’. Por transporte del segmento AC sobre A’ C’ 7(C) = C'. Por transporte de dngulo, ACB
a partir de CcA y en el semiplano (3, T(—B)) — C'B. Por transporte de dngulo @ a partir de AC y
en el semiplano 3, T(x@ )= W . Por interseccién de semirrectas homologas, como B € ABNCB ,
debe ocurrir 7(B) € C'A'C" N B'C’. Bs decir 7(B) = B’

Criterio L-L-L Si dos tridngulos tienen los tres lados respectivamente congruentes, entonces son con-
gruentes.

Aqui no nos conviene plantear una t.r. que nos lleve directamente un tridngulo sobre el otro. Es mas
sencilla la demostracién si utilizamos, primero, una t.r. que hace aparecer un triangulo simétrico

A
del A’B’'C’ respecto de uno de los lados. Lo que ya sabemos sobre mediatrices de segmentos, nos
permite completar la demostracion.

C ~"opuesto de
w es tal que:

7 B {u(z@) —AB
n(y) =~"
C" = p(C)

A A
N 14 \B'_ (ABC)= A'BC"
2 —
v o: simetria axial de eje A’B’

C//

A
Seanyy~', i, oy C" los semiplanos, las t.r. y el punto sugeridos por la ilustracién. Sin duda A'C’'C”
A
y B'C'C" son tridangulos isésceles que comparten la base C’C”, por lo que la mediatriz de esa base

N AN
pasa por los vértices opuestos A’ y B’. Entonces o(C”) = C’ por lo que o o u(ABC) = A'B'C".
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Criterio L-L-A Si dos tridngulos tienen respectivamente congruentes dos lados y el dngulo opuesto al
mayor de esos lados, (0 a cualquiera de ellos si ambos lados de cada tridngulo son congruentes),
entonces los tridngulos son congruentes.

C c' w tal que:
B ! " R
- B B I (Cﬁ) =C'A
- - p() =
B B
u(B) = B”
A 7t No es posible el B” ilustrado;
Y Y

se demuestra que sélo es posible: B” = B’

A AN
Sean los tridngulos ABC y A'B'C’, con
_ [ - - R JR— T T
AB=A'B’, AC=AC'", AB> AC, ACB=AC'B’

Por propiedades de la relaciéon de menor respecto de la congruencia, A’B" > A'C"

y por el teorema de que a mayor lado se opone mayor angulo,

— —
AC'B'>ABC (1)

Sean (3, 3 semiplanos y g una t.r. sugeridos por la ilustracién. Podemos justificar ficilmente que
—
wu(C)=C", u(A) = A"y que u(B) € C'B’. Sea B” = u(B). Se cumplird

AB" = AB = AB'.

Tenemos en principio tres posibilidades para B”: B’ entre C'y B"”; B” entre C; y B’y B” = B’.
Descartaremos las dos primeras.

Caso B’ entre C' y B". A’, B’, B"” determinarian un tridngulo isésceles con éngulos en B’ y B”
congruentes. Se cumpliria

T T T —
A'B'C'>AB'"B'=A'B'B">AC'B'

AN

La primera relacién por aplicacién del primer teorema del dngulo exterior al tridngulo A’ B'B”
N

con angulo exterior en B’ y dngulo interior en B”; la segunda porque AB’B" es isésceles; la
A

tercera por aplicacién del primer teorema del 4ngulo exterior al tridngulo A’ B’C’, con dngulo
exterior en B’ y angulo interior en C’. Se concluiria que

T T
A'B'C'>A'C'B! (2)

La expresion (2) contradice a la (1). Como la (2) es consecuencia de haber supuesto B’ entre
C’" y B”, concluimos que ese caso no es posible.

Caso B"” entre C' y B’. Se descarta por un razonamiento similar, ya que se cumpliria
— — — —
A'C'B'<AB"B'=A'B'B"=A'B'C'
Caso B’ = u(B). Es el tnico que nos ha quedado como posible.

También puede demostrarse un quinto caso de congruencia de tridngulos que podriamos identificar
como criterio A-A-L. No es costumbre hacerlo porque, para las aplicaciones més frecuentes, tendremos
disponible el axioma de la paralela con el que justificaremos que los tres dngulos de cualquier tridangulo

suman un llano; y en ese caso, en lugar de utilizar este criterio A-A-L de congruencia, podremos utilizar
el A-L-A.



Capitulo VI

Perpendicularidad en el espacio

1. Perpendicularidad entre rectas y planos

Llamado a la intuicién

Las rectas verticales y los planos horizontales estan sugeridos por muchas situaciones de la vida real.
Por ejemplo, entre las cosas naturales, muchos arboles tienen su tronco en posicién casi vertical, y la
superficie del agua de los charcos puede considerarse parte de un plano horizontal; y entre las cosas
construidas por las personas, hay muchos més ejemplos, fundamentalmente en los edificios. En general,
esperamos que las habitaciones de un edificio tengan los pisos préacticamente horizontales y que las
paredes se encuentren sobre planos verticales. Mas globalmente, esperamos poder asociar a cada edificio
con muchas rectas verticales; y si eso no es posible, recordamos al edificio como algo muy especial; por
ejemplo la Torre de Pisa (inclinada).

Un plano horizontal y una recta vertical constituyen un ejemplo de plano y recta perpendiculares.

Si imaginamos un plano y un punto, sabemos que hay infinitas rectas que contienen al punto pero
que no estan incluidas en el plano; rectas que se “inclinan” sobre el plano de distinto modo. Intuimos que
entre todas ellas hay exactamente una que se distingue, de algiin modo, de las demas.

Por ejemplo, si el plano es horizontal, como el sugerido por el piso de un aula, la recta que se distingue
de las demsds es la recta vertical: la que los albaniles materializan utilizando la plomada; si el plano es un
plano vertical como el sugerido por cualquiera de las paredes del aula, la recta que se distingue es una
de las rectas horizontales. Hemos subrayado “la recta vertical” y “una de las rectas horizontales” porque
por un punto pasa una unica recta vertical pero pasan infinitas rectas horizontales, y s6lo una de ellas es
perpendicular a la pared elegida.

Aun cuando un plano sea inclinado, por cada punto pasa exactamente una recta perpendicular a ese
plano.

Esto, y otros aspectos consecuencias de ello, pueden ser analizados y justificados con los axiomas
introducidos hasta ahora. Lo haremos en el presente capitulo.

Nota. Observemos que si quisiéramos ser muy precisos con el lenguaje, pondriamos méas cuidado para
hablar de planos horizontales: A causa de la redondez de la tierra, si “construyéramos” una porcién
grande de un plano, tan grande que pudiera ser observado simultdaneamente desde las ciudades de Salta
y Tucumén, podria resultar que el plano fuera horizontal para algin salteno, y no horizontal para los
tucumanos.

A continuacion, veremos que es posible definir perpendicularidad entre una recta y un plano en base
a perpendicularidad de rectas; que apoyandonos en planos perpendiculares a rectas, podremos definir
rectas ortogonales; y justificaremos existencia y unicidad del plano perpendicular a una recta por un
punto, y de la recta perpendicular a un plano por un punto.

Encontraremos que la perpendicularidad entre rectas y planos es preservada en todas las transforma-
ciones rigidas; y que tiene sentido comparar angulos diedros teniendo en cuenta sus secciones rectas; todo
ello nos permitird sacar conclusiones acerca de cémo actiian las t.r. en las que cierto plano 7 es estable,
sobre puntos no pertenecientes a 7.

Haz de rectas perpendiculares a una recta

Teorema. (Plano de perpendiculares a recta ) Sia yb son rectas distintas y perpendiculares a una
recta v por un punto de ella, R, entonces el haz de rectas del plano 7™ determinado por a y b incluye a
todas las rectas perpendiculares a r que pasan por R y nada mds que a ellas.

Demostracién. Mostraremos que cualquier recta de m que pase por R, es perpendicular a r y que si una
recta es perpendicular a 7 y pasa por R, entonces esa recta estd incluida en 7.

61
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En primer lugar seguramente a, b y r no son coplanares pues en el plano que incluye a r y a a sélo hay
una perpendicular a r por R, que no es otra que a.

Sean M y N dos puntos de r simétricos respecto de R. Sea « el plano que incluye a r y a; 3 el que incluye
aryb;ymel que incluye a a y b.

Sea ¢ una recta.

eSicCmyR&ccentoncesc lr:e

Si ¢ =a, o ¢ = b es inmediato.

Si ¢, a y b son tres rectas distintas, por ser coplanares en m, existe con seguridad alguna recta de m,
que no pasa por Ry que corta a las tres rectas (se deja como ejercicio). Asi que podremos tener A, B
y C tres puntos alineados, con A €a, Beby C € c.

a = AR es la mediatriz de MN en a,yb= BR es la mediatriz de MN en (. Por lo tanto
AM = AN, BM = BN;
Entonces, por el caso L-L-L de congruencia de tridngulos,
A]\%[B = AJ@M, en particular, ]\mzm, J\jB\AEJ@
Sabemos que en esas condiciones existe una t.r. p en la que
p(A)=4;  p(M)=N;  p(B)=B

(M4s adelante llamaremos a esta t.r. rotacién de eje /<1—B)) Como A y B son fijos en p, todos los puntos
de la recta AB son fijos en p. Por lo tanto, p(C) = C, p(CM) = CN y en definitiva CM = CN.
Entonces, en el plano que contiene a M, N y C, la recta ¢ = C<'—})€ es mediatriz de M N, es decir ¢ es
perpendicular a MN =r.

e Siclry Reccentonces cCm: o

b

«

. |

M R

r

L il

Sea ~ el plano determinado por r y c¢. Los planos v y 7 tienen en comun al punto R. No puede ocurrir
que R sea el inico punto en comiin de esos planos, asi que existird un recta ¢’ C v N .

Por el inciso anterior ¢ L 7.

Ahora bien, ¢ y ¢’ son rectas del plano y que pasan por R y son perpendiculares a r. Entonces ¢ = ¢/,
y por lo tanto ¢ C 7.

El teorema anterior hace que tengan sentido las siguientes definiciones:



CAPITULO VI. PERPENDICULARIDAD EN EL ESPACIO 63

Definiciones. Un plano 7 y una recta r con un punto R en comun se dicen perpendiculares, si la
recta es perpendicular a cualquier recta (es decir, a todas las rectas) del plano que pasa por R. También
se dice que la recta r es perpendicular a 7 y que 7 es perpendicular a r. Si ) y es un punto de 7,
el punto R se dice pie de la perpendicular desde @ al plano 7.

Como consecuencia inmediata del teorema y de las definiciones anteriores:

Proposicién. (Criterio de perpendicularidad entre recta y plano ) Un plano 7 y una recta T,
secantes en R, son perpendiculares si y solo si la recta r es perpendicular a dos rectas distintas de m que
pasan por R.

Plano perpendicular a una recta por un punto

Teorema. (Plano perpendicular a recta ) Dados una recta v y un punto H existe un dnico plano
perpendicular a r que pasa por H.

Demostracion.

e Si H € r, todas las perpendiculares a r por H (y en cada plano que incluye a r tenemos una) estdn
incluidas en un plano que cumple la definicién para ser perpendicular a la recta (teorema anterior). Y
es el tnico plano que lo cumple, entre los que pasan por H.

e Si H ¢ r, podemos pensar en el plano « determinado por r y H; en ese plano, consideramos la recta
p perpendicular a r desde H (hay exactamente una recta en esas condiciones por el teorema de pég.
46). Sea P pie de esa perpendicular. Si existe algin plano en las condiciones pedidas debe contener a
P. Por el inciso anterior aplicado a P existe un tinico plano perpendicular a r que pasa por P. Y ese
plano seré el tinico perpendicular a r que pasa por H.

Her Hé¢r

]
P P
/

Corolario. Si 7 y 7' son planos perpendiculares a una recta r entonces 7 || .

Recordamos que los planos cualesquiera, m y 7', pueden ser o no ser paralelos; y que podemos decidir al
respecto analizando m N 7'

T, (r=a', =]«
rna’ =<0, (7 || =)
una recta , (7 j|7’)
Demostracion.
e SitN7' =), entonces 7 || 7.
e Si mN 7' # 0, existird un punto H € 7w N «’; tanto m como 7', por la unicidad recién demostrada,

deberédn coincidir con el tnico plano perpendicular a r por H. =

Nota. Sin contar aun con el axioma de la paralela, que veremos recién en pag. 72, no podemos justificar
quesi7 || 7 yr L7 entonces r L 7.
Se deja como ejercicio demostrar:

Proposicion. El lugar geométrico de los puntos de ) que equidistan de dos puntos distintos dados, M

y N, es un plano w perpendicular a MN que pasa por el punto medio del segmento M N .

Ese plano se llama plano mediatriz de M N, o plano de las mediatrices de M N.
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2. Rectas ortogonales

Llamado a la intuicion

Dadas dos rectas alabeadas p y ¢ podemos pensar en las rectas que pasan por algin punto de p y que
son perpendiculares a ¢g. Todos esas rectas “formardn” cierta superficie. También se puede pensar en las
rectas que pasan por algin punto de ¢ y son perpendiculares a p, que “formaran” otra superficie. Desde
el punto de vista logico, cabrian tres posibilidades para esas superficies:

Ambas son planos Ninguna es un plano Sélo una es un plano

La figura siguiente sugiere los dos primeros casos. Veremos después que el tercer caso es imposible.

a I

a y b son ortogonales.

r y S no son ortogonales.

Las superficies correspondientes a las rectas a y b de la figura son ambas planas. Las correspondientes
a las rectas r y s no lo son. En ambos casos, los pares de superficies correspondientes tiene una recta en
comiin que es perpendicular a las rectas dadas: hay un segmento AB que es perpendicular en A a a y
perpendicular en B a b; y hay un segmento RS que es perpendicular en Rar yen S a s.

Todo esto nos anima a definir ortogonalidad de rectas: a las rectas a y b las llamaremos ortogonales,
en base a que hay un plano que incluye a una y es perpendicular a la otra mientras que r y s no seran
ortogonales.

Definiciones y propiedades de rectas ortogonales

Definicién. Dos rectas se dicen ortogonales si existe un plano que incluye a una y es perpendicular a
la otra.

Para decidir si dos rectas dadas son ortogonales, de acuerdo a la definicién anterior, deberiamos
averiguar si existe un plano que incluya a la primera y sea perpendicular a la segunda; y en caso de no
encontrarlo, deberfamos averiguar si existe un plano que incluya a la segunda y que sea perpendicular a
la primera. Sin embargo, el teorema siguiente nos permite “reducir” ese trabajo de averiguacion.

Teorema. Sir y s son rectas tales que existe un plano m que incluye a s y que es perpendicular a T,
entonces también existe un plano @ que incluye a r y que es perpendicular a s.

Demostraciéon. Supongamos s C wy r L w, con P € r Nw. Sea t la recta del plano 7, perpendicular a s
por P. El plano 7, determinado por r y ¢, ciertamente incluye a r. Veamos que, ademds, es perpendicular
a s.

e Si r y s no son secantes: (r y s seran alabeadas; P ¢ s) e  Sea () pie de la perpendicular des-
de Pas; {Q}=tnNs.

Sean M € r —{P} y R, S € s, con Q punto medio de RS.

A A A A -
Se cumple que el tridngulo RPS es is6sceles; RPM = SPM; RMS es isésceles y M@ L s.
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Asi que 7’ es el plano mediatriz del segmento RS, es decir, s L 7.

™

e Siry s son secantes en P (P €s): e Comor L m debeserr L s, puessCnmyP €s. Y como
s Lrys Lt tendremos s L 7', ya que 7’ estd determinado por r y t.

Es inmediato que

Corolario. (Criterio de ortogonalidad de rectas ) Dos rectas son ortogonales si y sdlo si las per-
pendiculares a una de ellas desde dos puntos distintos de la otra tienen el mismo pie.

Corolario. Dados una recta r y un punto Q existen infinitas rectas que pasan por @ y son ortogonales
a 7: son todas las rectas que, pasando por Q estan incluidas en el plano perpendicular a r por Q.

Observamos que, de acuerdo a la definicién de ortogonalidad, las rectas perpendiculares son también rectas
ortogonales. En otros contextos, es frecuente utilizar las expresiones “perpendiculares” y “ortogonales”
como sinénimos. Pero en este curso reservaremos la expresién “rectas perpendiculares” para referirnos a
rectas ortogonales que ademads son concurrentes. Es decir, dos rectas perpendiculares cualesquiera seran
ortogonales, pero no siempre dos rectas ortogonales seran perpendiculares.

Recta perpendicular a un plano por un punto dado

Teorema. (Recta perpendicular a plano ) Dados un plano © y un punto H, existe una inica recta
perpendicular a T y que pasa por H.

Existencia

Demostracion. Para demostrar la existencia analizamos dos casos segin que H pertenezca o no a 7.

e Hem: o

Elegimos s C .
En el plano a determinado por s y H, sea @ el pie de la perpendicular a s desde H.
En el plano 7, sea t la perpendicular a s que pasa por Q.

En el plano 7’ determinado por t y H, sea P el pie de la perpendicular por H a t.
Afirmamos que la recta r = I({—>P, cumple r L 7.

Eso es asi porque la recta r estd incluida en 7’ que es perpendicular a s (gracias a las dos rectas Q(—I){ y
t), es decir que r y s son ortogonales; asi que por el teorema anterior, también la recta s estd incluida
en un plano perpendicular a 7; y ese plano incluye a todas las perpendiculares desde puntos de s a 7,
en particular incluye a t; por lo tanto, ese plano es 7.

e Hecm: o
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s ala BLD
anpLmw

Elegimos dos rectas a y b de m por H y consideramos el plano « perpendicular a a por H, y el plano
0, perpendicular a b por H. La recta buscada es la interseccion de los planos vy (. =

Unicidad

Demostracién. Si hubiera dos rectas r y r’, por H, y ambas perpendiculares a 7, el plano 7’ determinado
por 7 y 7’ seria secante con 7 segun cierta recta, llamémosla a. En el plano 7’ tendriamos dos rectas
perpendiculares a a, la 7 y la 7/, en contradiccién con la unicidad ya justificada en pdg. 46. =

Corolario. Si dos rectas son perpendiculares a un mismo plano, entonces son paralelas.

Demostracién. Sean r y s ambas perpendiculares a w, {R} = rNxw y {S} = sN . Sélo debemos
preocuparnos del caso 7 # s.

Ya sabemos, por la unicidad de la recta perpendicular a un plano por un punto, (teorema de péag. 65)
r N s =, asi que sélo necesitamos probar que r y s son coplanares.

<
Sea t una recta de 7, perpendicular a RS: hay una tnica recta en esas condiciones (ver pag. 46).

r s| T

R S

Resulta que r y t son ortogonales ya que 7 incluye a t y es perpendicular a r. Pero entonces debe existir
un plano 7', que incluya a r y sea perpendicular a t. 7" incluird a todas las perpendiculares a ¢ desde

<
puntos de 7; en especial a la recta RS. Y por ser ©’ perpendicular a t por el punto S, 7’ incluiréd a la
recta s perpendicular a ¢t por S. En consecuencia r y s son coplanares en 7'.

Nota. Aun no es posible probar un reciproco del corolario anterior: si las rectas v y s y un plano w
cumplen que r || s y r L m entonces s L w. Para poder demostrarlo necesitamos el axioma de la paralela
que veremos recién en pag. 72.

3. Propiedades de las t.r. en relacién a rectas y planos perpen-
diculares

Ya sabiamos que si dos rectas coplanares son perpendiculares, sus imégenes en cualquier t.r. son
perpendiculares. Ahora, como la perpendicularidad entre una recta r y un plano 7 implica perpendicu-
laridad entre la recta r y todas las rectas de m que pasan por el punto de corte de r y 7, y como ademas
la ortogonalidad entre rectas se define en base a rectas y planos perpendiculares, podemos asegurar que:

La perpendicularidad entre rectas y planos y la ortogonalidad entre rectas es preservada por todas las
t.r.

En particular, sea p es una t.r., P un punto, r una recta y m un plano,

Si Perlmw entonces  u(P) € p(r) L p(r)

Esta propiedad, junto con el transporte de segmentos y angulos, permite construir la imagen de
cualquier punto por cualquier t.r. u, definida mediante las imagenes de un adecuado par semirrecta a,
semiplano § y sus iméagenes. Si llamamos 7 al plano que incluye a 3, como las t.r. preservan la orientaciéon
quedaran determinadas las iméagenes de cualquiera de los semiespacios de borde 7. Para encontrar las
imédgenes de puntos de 7 serd suficiente aplicar transporte de dngulos y/o de segmentos. Para un punto P
fuera de 7, podremos apoyarnos en el punto H pie de la perpendicular desde P a 7, y luego de encontrado
w(H) ubicar a u(P), por transporte de segmento, buscédndolo en la semirrecta que corresponda de la
perpendicular a u(w) que pasa por u(Q).
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Ademas se cumple: Si 7 es estable en p y O es un punto de w fijo en i, entonces la recta perpendicular
a 7 que pasa por O es una recta estable en p.

Si p es una t.r directa en 7 entonces cada uno de los semiespacios de borde 7 es estable; y si u es inversa
en 7 entonces cada uno de los semiespacios de borde 7 se transforma en su opuesto. En consecuencia,

Si o es una t.r. directa en m y O es un punto de 7 fijo en pu entonces la recta p perpendicular a m que
pasa por O tiene todos sus puntos fijos en u. En las mismas condiciones pero con u inversa en m, sélo
hay un punto de p fijo en p: para cualquier punto P € p, con P # O, si u(P) = P’ se cumplird que O es
el punto medio de PP'.

4. Simetria central en un plano y axial en otro: simetria axial
para todo el espacio

Hemos estudiado con bastante detalle dos tipos de t.r. en las que cierto plano 7 es estable; las hemos
estudiado en cuanto a la accién de esas t.r. sobre puntos de 7. Estudiaremos ahora la accién de esas t.r.
en puntos del espacio fuera de 7. Y descubriremos que, en realidad, ambos tipos de t.r. son esencialmente
“iguales”.

La transformacion que hemos llamado simetria central, en un plano 7, de centro O estd caracterizada
por transformar una semirrecta de origen O, incluida en 7, en su opuesta y uno de los semiplanos de 7 de
borde la semirrecta en su opuesto. Y la simetria axial, en un plano 7/, por transformar a una semirrecta
en la misma y a uno de los semiplanos de n’ de borde esa semirrecta, en su opuesto. Analicemos lo que
ocurre en un plano 7’ perpendicular a 7 y que pase por O.

\*5c
B\7,
N

7wy m son planos, con 7’ L m; O € a = N 7’; la recta e es perpendicular a 7 y pasa por O.

A, A" € a —{O}. O es punto medio de AA’.

B,B’' € m — a. O es punto medio de BB'.

Cee—{0}.

a, o/, B, ' son semiplanos: « de borde e que contiene a A; o/, opuesto de « (contiene a A’); 5 de
borde a que contiene a B; ' opuesto de 3 (contiene a B’).

Sean oo y o, las t.r. en las que:

A i

Se cumple que oo((ﬁ) =0C = 06(0?), ya que la OC es la tinica perpendicular a 7 por O; y
oo(a) = o = o, (a). Es decir, 0o = o.

Por lo tanto m y #’ son ambos estables en oo (que es la misma que o.). 0o es directa en 7 e inversa
en 7.

Asi que la t.r 0o, de todo el espacio, que llamamos “simetria central, en el plano 7, de centro O”, en
el plano 7/, la hemos llamado “simetria axial de eje e”.

Cualquier plano que incluya a la recta e sera perpendicular a m y resultard estable en op; més aun,
a cada semiplano de borde e le correspondera el semiplano opuesto. Es decir, en cualquier plano que
incluya a e la t.r. se presenta como una simetria axial de eje e..

Ademas, en cualquier otro plano perpendicular a e, la oo sera una simetria central con centro el punto
comun a ey ese plano.

Insistimos: la t.r. de todo el espacio, que en relacién a los puntos de un plano 7 “merece” llamarse
simetria central, en ese plano, de centro O, también merece llamarse simetria central referida a otros
planos paralelos a m aunque con otros centros: los planos que son perpendiculares a la recta e que a su
vez es perpendicular a m por O. Pero “no merece” llamarse simetria central de centro O, sin mencionar a
algun plano, por cuanto por ejemplo O no es punto medio del segmento determinado por C' y su imagen
para el caso en que C' € e: la imagen de tal C' es el mismo C' y no puede decirse que O sea el punto medio
del segmento nulo CC'.

Si nos interesa trabajar con esta t.r. calculando imégenes de puntos de todo el espacio, es preferible
usar nombres que no generen confusiones: En lugar de hablar de simetria central, en el plano 7, de centro
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O, podremos hablar de simetria axial de eje la perpendicular a = por O. (No hace falta mencionar al
plano que incluye a e porque cualquiera de ellos juega el mismo papel).

Asi podremos reservar el nombre de simetria central de centro O —si es que nos interesa todo el
espacio—, para una transformacién biyectiva en la que O es el punto medio de cualquier par de corres-
pondientes. Veremos, en la pag. 111, que esta nueva simetria central es una t.b. pero no es una t.r.

5. Secciones de un diedro. Seccidon recta de un diedro

Si v y B son dos semiplanos con el mismo borde, no coplanares, denotamos con /045\ al diedro e U 3.
La interseccién de un diedro con un plano que corta a su arista en un punto, nos da un angulo. Cuando
el plano es perpendicular a la arista del diedro obtenemos un angulo que se llama seccién normal del
diedro o seccion recta del diedro.

T
Proposicion. Dado un dngulo no nulo ni llano ab existe un dnico dngulo diedro tal que admite a
T

ab como una de sus secciones rectas.

—
Demostracion. En primer lugar existird un tnico plano 7 que incluya a ab . Sea R el vértice del angulo
y sea 1 la Unica perpendicular a m por R. Sea « el semiplano de borde r que incluye a a, y § el semiplano

de borde r que incluye a b.
— >~ —

Entonces @08 s el tnico diedro que admite a ab como una de sus secciones rectas. u

Congruencia de angulos diedros

Al igual que para otros conjuntos de puntos, se dice que dos diedros son congruentes si hay alguna
t.r. en la que sean correspondientes.

Un ejemplo sencillo de diedros congruentes: los diedros opuestos por la arista: Se llaman asi los
diedros tales que las caras de uno de ellos son semiplanos opuestos de las caras del otro. En esas condiciones
es inmediato que comparten la misma arista.

Para justificar que diedros opuestos por la arista son congruentes alcanza con utilizar una simetria
axial respecto de la arista (que es la misma t.r. que una simetria central, en un plano perpendicular a la
arista, de centro el punto de corte del plano con la arista).

Teorema. (Congruencia de diedros ) Dos diedros son congruentes si y sélo si admiten secciones
rectas congruentes.

. s Tar . . ; .
Demostracién. Sean a8 y @B 4ngulos diedros de aristas r y ' respectivamente

¢ Si tienen secciones rectas congruentes ... e Sean 7 y 7' planos respectivamente perpendicu-
lares a r y r’. Supongamos que

>~ —
al Nr = ab =dt =«

—
Existird una t.r. p en la que p ( ab ) = a'l’ . Pero entonces, como la perpendicularidad se preserva

en las t.r., necesariamente serd u(r) = r’, y ya sea que p(a) = a’ y p(b) =V o que sea p(a) = by

w(b) = a’, en los dos casos tendremos que p ( af ) =a'p",

e Si los diedros son congruentes ... e  Siahora u es una t.r. que transforma un diedro en el otro, y
—
7 es un plano perpendicular a la arista del diedro @3 | entonces n’ = () serd un plano perpendicular
a 7', por lo que las siguientes secciones rectas resultardn congruentes:

T

> T
ab = af Nr a't :W Nnr'



CAPITULO VI. PERPENDICULARIDAD EN EL ESPACIO 69

Podemos preguntarnos si las distintas secciones rectas de un mismo diedro son o no son congruentes.
La respuesta es que si lo son.

Proposicion. Dos secciones rectas cualesquiera de un mismo diedro son congruentes.

Demostracion. Sean /ab\, de vértice O/,\incluida en el plano 7, y ?b\’ de vértice O', incluida en 7/, dos
secciones rectas distintas de un diedro @3 de arista r. Buscamos una t.r. que envie una seccién recta a
la otra. Py L

Para ello utilizamos una seccién recta adicional a”b” con Vgice en el punto medio de OO’, M, incluida
en el plano 7, y consideramos la semirrecta s bisectriz de a”b”. Llamemos € al semiespacio de borde "/
y que contiene a O; y € al semiespacio opuesto.

Sea o la simetria axial respecto de la recta que incluye a la bisectriz s. 7 es perpendicular a r; s C
y s es secante con r. Entonces la recta que incluye a s es perpendicular a r, por lo que r es estable en esa
simetria axial. Se cumple:

os(a")=b" os(")=d", o(e)=¢, os(r)=r, con semirrectas de r de origen M intercambiadas.
Entonces os(a) = 8, y 05(8) = a, ya que « estd determinado por r y a” y (3 estd determinado por r y

b
Por lo tanto

ola)=c(lane)=pNne =V
a(b)ji(ﬂﬂe)*aﬂe’ !

En relaciéon a los sectores diedrales y las t.r. tenemos una propiedad similar a la de los sectores
angulares:

Proposiciéon. Ningun sector diedral es congruente con otro sector diedral de igual arista incluido pro-
piamente en el primero.

> T~
Demostracién. Siun diedro @3 es congruente con otro 79 de igual arista, sus secciones rectas por un
plano 7 perpendicular a la arista seran congruentes y tendremos dos angulos de igual vértice congruentes
con el sector angular de uno incluido en el sector angular del otro. Entonces por el axioma de rigidez esos
sectores angulares deben coincidir, con lo que los angulos que son secciones rectas de los diedros coinciden
y también los diedros deberan coincidir. =

Como consecuencia de lo anterior, es inmediato justificar que:

— >~
Teorema. (Transporte de un diedro ) Dado un diedro &8 , un semiplano o de borde v’ y un se-
miespacio de borde o existird un tunico semiplano 3 de borde r', e incluido en el semiespacio dado, tal
que
WF="af
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6. Planos perpendiculares. Diedros rectos

Definiciones.

e Se dice que un diedro es recto si alguna de sus secciones rectas (y en definitiva cualquiera de ellas)
es un angulo recto.

e Se dice que dos planos son perpendiculares si cada uno incluye a una cara de un diedro recto.

Es inmediato que si dos planos son perpendiculares, entonces cualquiera de los cuatro diedros deter-
minados por ellos resulta un diedro recto. Se cumple que:

Proposicién. (Criterio de perpendicularidad de planos ) Dos planos son perpendiculares siy sélo
st uno cualquiera de ellos incluye a una recta perpendicular al otro.

En realidad, se puede justificar que cada uno de esos planos incluye a infinitas rectas perpendiculares al
otro: a todas las perpendiculares al otro que pasan por un punto de él.

Demostracion. o
Sean a, y B los dos planos, que se cortan en 7, y &8 uno de los diedros involucrados, con a C ap v

B C Bo.

e Si o, y B, son perpendiculares ... e Sea R un punt/o\de r y m el plano perpendicular a r por R.

Si llamamos a = a, N7y b = B, N7, ocurrird, por ser af recto, que a L b. Como ademés es a L r,
podemos asegurar que a es perpendicular al plano 3, determinado por by r. Es decir, «, incluye a la
recta a perpendicular a [,.

e Si o, incluye a una recta a perpendicular a 3, ... e Seguro que a es concurrente conr,y a L r.
Sea R tal que R € r N a.
Sea b la recta perpendicular a a y a r por R. El plano determinado por a y b resultara perpendicular
arycomo a L (3, debe ocurrir que b C [,.

—
Entonces las rectas a y b, que son perpendiculares, incluyen, entre las dos, a la seccién recta de @3 .
Es decir que «, y B, son perpendiculares. m

Corolario. Dados un plano w y un punto A, existen infinitos planos que pasan por A y son perpendicu-
lares a

Demostracion.

Haz de planos de eje a;
B
L A « .
todos perpendiculares a 7
a
porque a L
l —

Consideramos la Unica recta a que pasa por A y es perpendicular a 7. Todas los planos que incluyen a la
recta a, y nada mas que ellos, entre los que pasan por A, son perpendiculares a 7. m



Capitulo VII

Paralelismo y traslaciones.
Aplicaciones

1. Introduccion

Analizaremos un nuevo tipo de transformacién rigida: la traslacién. Recordamos que una t.r. i queda
determinada dando una semirrecta y su homoéloga o correspondiente y un semiplano « de borde la
semirrecta y su homdlogo. Y que aunque no conozcamos el nombre usual para la transformacion, igual
podemos “construir” el correspondiente por p de un punto cualquiera del espacio, usando reiteradamente
el transporte de segmentos y/o dngulos y/o de diedros. Pero el reconocer a las t.r. por sus nombres y
aprender algunas de sus propiedades nos permite encontrar correspondientes de puntos en forma més
simple, y usar t.r. para demostrar teoremas o resolver problemas con menos trabajo adicional.

Hemos podido analizar las propiedades de las simetrias centrales y axiales en un plano sin necesidad
de contar con la unicidad de recta paralela a una dada por un punto. Sin embargo, necesitamos de esa
unicidad para poder justificar las propiedades que la intuicién nos sugiere esperar de las traslaciones.

2. Paralelismo

Para que dos rectas sean paralelas, deben, o bien ser la misma recta o bien ser coplanares y tener
interseccion vacia.

Consideremos el problema de encontrar, dada una recta r y un punto A no perteneciente a la misma,
una recta que pase por A y sea paralela a r. Veremos que, gracias a las simetrias centrales en un plano,
podemos justificar que el problema tiene solucién:

Sea 7 el plano que incluye a r y a A, con A ¢ r. Elijamos B € r. Tomemos M punto medio de AB, y
consideremos, en el plano 7, la simetria central de centro M, ops. Llamemos b = ops(r). Se cumple que
b es una solucién al problema, pues pasa por A y es paralela a r.

;Cuantas soluciones hay?. Con el método descripto, si elegimos otro punto B, llamémosle By, ob-
tendriamos una paralela by. ;Serd b = b1?. ;No habréd otros métodos para producir paralelas que den
resultados diferentes? O incluso, ;nos encontraremos “por casualidad” con una paralela distinta?. Por
ejemplo, podriamos haber encontrado en primer lugar la perpendicular a r por A, recta p, y luego la
perpendicular a p, en el plano m, por A que resultaria paralela a r por A.

La intuicién nos dice que sélo hay una paralela. Sin embargo, se puede demostrar que los axiomas
que tenemos hasta ahora no nos permiten justificarlo. De hecho, el tema estd relacionado con el quinto
postulado de Euclides que durante mas de veinte siglos tuvo en jaque a muchos matematicos. Ellos
intentaban demostrar que ese quinto postulado de Euclides era una consecuencia légica de los otros
postulados. El tema se resolvié cuando se reconocio, es decir se demostrd, que hay otras geometrias “no
euclideanas”, pero “tan buenas como ella” en las que hay mds de una paralela (geometria no euclideana,
hiperbélica).

Como nosotros estamos interesados en la geometria habitual introduciremos un axioma nuevo.

71
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Axioma 11 (De la paralela) Por un punto exterior a una recta pasa exactamente una recta paralela
a la dada.

Lo novedoso que nos dice este axioma es que no puede haber dos rectas distintas que pasen por un
punto dado y sean paralelas a una recta dada. La parte de existencia, incluida en el enunciado, ya es
consecuencia de los axiomas anteriores, especialmente el de las t.r.

Nota. El famoso quinto postulado de Euclides no nombra a rectas paralelas sino que se refiere a que si
dos rectas de un plano forman con una transversal, y de un lado de ella, dngulos (como los marcados en la
figura siguiente) que suman menos que un llano, se cortaran de ese lado de la transversal. Efectivamente,
en la figura anterior, con la recta paralela b que encontramos utilizando la simetria central de centro M

“—
tenemos angulos que suman un llano; tanto de un lado de la transversal AB que contiene a M como del
otro; pero sin el axioma de la paralela no tendriamos modo de asegurar que esa paralela b respecto de

—
otra transversal, por ejemplo la AB;, cumple con la misma condicién.

!
l

Perpendicularidad y paralelismo

En la pag. 48 vimos que si dos rectas son perpendiculares a una tercera, y las tres son coplanares, en
m, entonces las dos primeras rectas son paralelas. Ahora podemos justificar que:

Proposicién. Sia, b y ¢ son coplanares, a L ¢ y a || b, entonces b L c.
Demostracion.

a b

Sea B € b con B ¢ ¢, y sea p la recta por B con p L c. Por la proposicién recién mencionada, p || b.
Entonces, por el axioma de la paralela aplicado a la recta a y al punto B, debe ser p = b, y en consecuencia
blc. a

Proposicién. (Existencia y unicidad de plano paralelo a otro por un punto dado) Dado un plano
m y un punto A hay exactamente un plano ' que pasa por A con 7' || .

Demostracion.
Aern Ad¢rn
« r
A a A !
[ ]
=
a H .

Si el punto A € 7, entonces es trivial probar que la dnica solucién para 7’ es © = 7.

Supongamos que A ¢ 7. Sea H el pie de la perpendicular desde A a 7. (Hay una tinica recta perpendicular
por A a m). Cualquier plano o que contenga a A y a H cortard a 7 y al posible n’ segtn rectas a y a’
que resultardn paralelas. Y como a L r y las rectas a, a’ y r son coplanares, por la proposicién anterior,
también ocurrird que a’ L r. Si existe tal plano 7/, debe incluir a todas las rectas por A perpendiculares
a 1; es decir ' debe coincidir con el plano perpendicular a r por A. Ese plano 7’ efectivamente existe y
es Unico; y cumple A € 7/ || 7. w

Es inmediato que
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Proposicion. Si una recta v es paralela a un plano w, entonces cualquier plano que incluya a la recta
r, que no sea paralelo a w, intersectard a ™ segun una recta paralela a r.

En la pag. 63, vimos que si dos planos son perpendiculares a una recta entonces son paralelos; y en la
pag. 66, si dos rectas son perpendiculares a un plano entonces son paralelas. Dejamos como ejercicio:

Ejercicio 2.1.- Justificar que si un plano es perpendicular a una recta y paralelo a otro plano, entonces
el otro plano también es perpendicular a la recta.

O en otras palabras:

st una recta r es perpendicular a un plano w, entonces r es perpendicular a todos los planos paralelos a
.

Ejercicio 2.2.- Justificar que si una recta es perpendicular a un plano y paralela a otra recta, entonces la
otra recta también es perpendicular al plano.

O de otro modo:

st un plano 7w es perpendicular a una recta r, entonces es perpendicular a todas las rectas paralelas a r.

Transitividad del paralelismo entre rectas y del paralelismo entre planos

Antes de contar con el axioma de la paralela teniamos, por definicién, que cualquier recta es paralela
a si misma y que si una recta es paralela a otra entonces la otra es paralela a la primera. Recién ahora,
podemos justificar que si dos rectas son paralelas a una tercera son paralelas entre si.

Sia|bybd]| ¢ seguro que a y b estan incluidas en un plano, llamémosle «; y b y ¢ estardn incluidas
en un plano llamémosle . Claro que no es obligatorio que « y v coincidan: no es obligatorio que a, by
¢ sean coplanares. Pero sean o no coplanares las tres rectas, el hecho de que dos rectas perpendiculares
a un mismo plano resultan paralelas, nos sera tutil para justificar que también a y ¢ serdn coplanares y
paralelas.

Proposicién. Sean a, b, ¢ rectas de Q. Sia ||b y b | ¢ entonces a || c.

Demostracion. Sia =10, 081 b= c, osia=c, la demostracién es trivial; por ello nos ocuparemos del
caso a # b # c# a.

Porseral|b#a,anb=10,y ay b coplanares.

Porserb|c#b,bNc=10,y by c coplanares.

Debe ocurrir que a N ¢ = @, pues de otro modo por el punto comin a a y ¢ tendriamos a a y ¢, dos rectas
distintas a y ¢ paralelas a b, en contradicciéon con el axioma de la paralela.

Sea 7 un plano perpendicular a b. Como a || b, también se cumplird a L w (Ver pag. 66).

Andlogamente, como ¢ || b, serd ¢ L .

En consecuencia, a || c.

n
Proposicion. Si dos planos son paralelos a otro plano, entonces son paralelos entre si.
Demostracion. Es inmediato, gracias a la unicidad del plano paralelo a otro por un punto dado. =

Proposicion. Siuna recta es paralela a otra recta y a un plano, entonces la otra recta también es paralela
al plano.

Demostracién. Supongamos a || by a || m. Sabemos que una recta y un plano son paralelos si y sélo si
hay una recta del plano que es paralela a la recta. Sea p C m y p || a. Por transitividad del paralelismo
de rectas, b || p y en consecuencia b || 7 =

Nota. No siempre dos “cosas” paralelas a una tercera son paralelas entre si:
Por ejemplo si a, b son rectas y 7 es un plano, de a || 7 || b, no podemos inferir nada especial respecto de
a y b: puede ocurrir que a y b sean paralelas, secantes o alabeadas.
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Se deja como ejercicio probar las siguientes propiedades:

Ejercicio 2.3.- Justificar:
e Silas rectas a, b y ¢ son coplanares, a y b son secantes y a y ¢ son paralelas, entonces b y ¢ son secantes.

e Si en el inciso anterior se omite la condicién de que las rectas sean coplanares, puede ocurrir que by ¢
sean secantes o alabeadas.

e Sila recta a y el plano B son secantes y a es paralela a la recta ¢, entonces ¢ y 3 son secantes.

e Sila recta a y el plano B son secantes y 3 es paralelo al plano v, entonces a y vy son secantes.

Va a resultar conveniente contar con las definiciones siguientes:

Definiciones. Diremos que dos semirrectas son paralelas si son paralelas las rectas que incluyen a las
semirrectas. En forma similar se define paralelismo entre segmentos y/o semirrectas y/o rectas.

3. Sentido para haces de rectas paralelas

Si nos dan dos rectas paralelas, cada una con un orden natural elegido, podemos facilmente dar un
significado a si tienen o no igual sentido; en cambio no hay un modo claro de hacerlo para rectas no
paralelas, es decir para rectas secantes o alabeadas . ..

Cada semirrecta sirve para “indicar” un orden entre los puntos de la recta que la incluye: el orden
natural en el que todos los puntos de la semirrecta abierta siguen al origen de la misma. Gracias al axioma
de la paralela, también una semirrecta nos va a servir para indicar un orden en cada una de las infinitas
rectas paralelas a ella.

Sélo daremos un significado a tener o indicar igual sentido o sentidos contrarios al referirnos a semi-
rrectas paralelas, es decir, incluidas en rectas paralelas.

Definiciones.

e De dos semirrectas paralelas, distintas o no, se dice que tienen igual sentido o que son de igual
sentido o que indican igual sentido si se cumple alguna de las condiciones siguientes:
o las semirrectas son colineales y una esté incluida en la otra.
o las semirrectas, siendo paralelas, no son colineales y ambas estdn incluidas en un mismo semiplano

de borde la recta que pasa por los origenes de las semirrectas;

y se dice que tienen sentidos contrarios o que son de sentidos contrarios, o que indican sentidos
contrarios si, siendo paralelas, no se cumple que tengan igual sentido.

La definicién anterior que permite referirse a dos semirrectas paralelas diciendo que tienen igual sentido
o tienen sentidos contrarios, es razonable ya que se cumple lo siguiente

Propiedades

Sean a, b y ¢ semirrectas
(a). a y b tienen igual sentido si y sélo si a y la opuesta de b tienen sentidos contrarios.

(b). Si a y b tienen igual sentido, y b y ¢ tienen igual sentido, entonces también a y c tienen igual
sentido.

(c). Sia yb tienen sentidos contrarios, y b y ¢ tienen sentidos contrarios, entonces a y ¢ tienen igual
sentido.

(d). Si a y b tienen igual sentido y b y c tienen sentidos contrarios, entonces a y c tienen sentidos
contrarios.

Por 1ltimo, también se cumple:

Proposicion. Dos semirrectas a y b son de distinto sentido si y solo si hay alguna simetria central, en
un plano que incluya a las semirrectas, tal que una es la imagen de la otra en esa simetria central.
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No justificaremos todas esas propiedades; para hacerlo, convendria utilizar definiciones algo més “com-
plicadas de estos conceptos, usando intersecciones con semiespacios (o semiplanos si trabajamos en un
plano), pero que permiten justificaciones mas “sencillas”.

Dada una familia de rectas paralelas, el modo “practico” de elegir un orden para todas ellas es elegir
un plano 7 no paralelo a una recta de la familia, que serd secante con cualquier recta de la familia. Si e
es uno cualquiera de los semiespacios de borde 7, entonces para cada recta del haz podemos seleccionar
la semirrecta de ella con origen en 7 e incluida en €; y todas esas semirrectas tienen el mismo sentido. En
la ilustracién, el plano 7 se visualiza “de canto” como una recta, y el semiespacio € como un semiplano.

4. Traslacion

Definiciones.

e Una t.r. 7 se llama traslacidn si existe un par (b, 5) —donde § es uno de los semiplanos cuyo borde
incluye a la semirrecta b—, tal que 7(b) estd incluida en b y 7(3) = 8. (Debemos exigir 7(b) # b para
que esta T no sea la transformacién identidad)

e Dados dos puntos distintos A y A’ de un plano 7 se llama traslacion, en el plano 7, que envia A
— —
a A’ alatr. 7en la que T(AA') es la semirrecta opuesta a la A’A y 7(a) = o, donde « es uno de los

dos semiplanos de 7 de borde H . Se suele hablar de traslacién, en el plano 7, de vector AA’. A la

—
recta AA’, la llamaremos guia de la traslacién.vector de una traslacion

Traslacién 7 en la que 7(A) = A”:
Si A’ entre A y B, podemos escribir:

o AAN _ AT p

/ A B {T(AA y=A'B

A

e También llamaremos traslacion a la t.r. identidad: hablaremos de traslacion identidad o traslacion
nula.

Veremos después que el plano 7 no juega un papel importante: cualquier plano que contenga a la

>
recta AA’ servird para describir a la misma t.r. Podremos hablar simplemente de traslaciéon que envia A
a A’, y simplificar la definicién de traslacién para decir:
Definicién. (Futura) Dados dos puntos distintos A y A’ se llama traslacién que envia A a A, o

R —
traslacién de vector AA’ ala t.r. 7 en la que 7(AA’) es la semirrecta opuesta a la A’A y 7(a) =

donde a es uno cualquiera de los semiplanos de borde M

Puede resultar cémodo utilizar la notacién 744/, para referirse a esa traslacién. Tampoco los puntos A
y A’ son especiales: veremos que cualquier par de puntos correspondientes en una traslaciéon nos permiten
describirla del modo anterior. Asi que tendremos mucha libertad para elegir un par de correspondientes
para identificar a una traslacion.
Nota. Observemos que, entre las t.r. a las que hemos dado un nombre, la traslacion es la primera que no
es involutiva: Tanto en una simetria central en 7, como en una simetria axial, si la imagen de un punto
A de 7 era A’, entonces la imagen de A’ era A. En cambio, si en una traslacién 7 no nula 7(A) = A/,

— — — —
como 7(AA’) es la opuesta de la A’A, y A’ € AA’, entonces 7(A’) ¢ A’A y ocurrird 7(A") # A.

Proposicion. La traslacion T definida recientemente se puede expresar como la composicion de dos
simetrias centrales, en 7, de centros A y el punto medio de AA’.

«—> JR—
Demostracién. Sea r = AA’, y M el punto medio de AA’; sean o4 y o las simetrias centrales en 7 de
centros A 'y M respectivamente. (O de centros M y A').
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%—0—]\4—0—0—
¢ A Al B r

Queremos probar que
T =0NMO00A.

Para ello calculamos las imégenes, por las t.r. de ambos miembros, de una semirrecta y un semiplano
apropiados. Para simplificar la exposicién, elijamos para r el orden en que A’ sigue a A. Entonces M
sigue a Ay M precede a A’. Elijamos ademds un punto B que siga a A’ y otro C' que preceda a A.
7'(;1—/7) :/TB>; T(a) =«

— —
(opr 0 04)(AA") = 04, (AC) = A'B
opooala) =oy(d)=a.
Como 7 y o 004 actian del mismo modo sobre M y sobre «, concluimos que ambas t.r. son la misma.
Similarmente se demuestra

T =0A"0C0M

u
Ejercicio 4.1.- Verificar que la composicion de dos simetrias axiales de ejes paralelos no coincidentes,

es una traslacion de guia paralela a una recta perpendicular a los ejes de las simetrias. Expresar como
composicién de dos simetrias axiales, a una traslacién cualquiera.

Propiedades de las traslaciones

Todas las traslaciones que aparecen en esta seccién son distintas de la traslacién identidad.

>
Sean: A y A’ dos puntos distintos de 7; « uno de los semiplanos de 7w de borde AA’; y 7 la traslacién
—

—
que lleva A a A’ es decir, la t.r. que envia la semirrecta AA" a la semirrecta opuesta de la A’A y que
envia o a .

—>
Para simplificar la exposicién sea r = AA’, o’ el semiplano opuesto al «, y B tal que A’ estd entre A
ieid i 4 ‘ 7 7 =S . -
y B. Por definicién de traslacidn, serd 7(AA") = A'B ya que A’B es la semirrecta opuesta de la A’A.

(a). No hay ningin punto fijo en 7. (Reiteramos que nos referimos a traslaciones no nulas).

Demostracion.

«—>
e Ningiin punto de AA’ es un punto fijo. Si hubiera algin X que lo fuera, como con seguridad
X ¢ AA’, tendriamos que los segmentos congruentes AX y A’X, serfan uno parte propia del

otro.
X
X
A A’ B
X
A A B
X
A A’ B A A B

A
e Si un punto X no alineado con A y A’ fuera fijo, tendriamos un tridngulo AA’X, para el que
o sty
X A'B es un dngulo exterior, que deberia ser congruente con X AA’, uno de los 4ngulos interiores
no adyacentes, contradiciendo a que un angulo externo de un tridngulo es mayor que cualquiera
de los interiores no adyacentes. »

(b). La recta r, guia de la traslacidn, es estable y un orden natural (cualquiera de los dos), para los
puntos de r es preservado por la traslacion.

—_— —_—
Demostracién. A la recta r, que incluye a AA’, le corresponde la recta que incluye a A’'B; y esta
es también r.

Sabemos que cualquier t.r. preserva la relacién “estar entre”. Entonces, respecto de una recta que
sea estable en una t.r. la tinica posibilidad es que un orden para esa recta se preserve o que se
invierta.

Los érdenes indicados por la semirrectas AA” y por su imagen la semirrecta A’ B coinciden: el orden
en el que A’ sigue a A, es el mismo en el que B sigue a A’, pues A’ estd entre A y B.

(c). El semiplano « es estable y en consecuencia & también lo es, asi como el plano 7. Y 7 preserva la
orientacion para T, es decir, es directa en w
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Demostracién. La orientacién del plano dada por la semirrecta M y el semiplano « es la misma
que la dada por la semirrecta ﬁ y el semiplano «, porque ambos semiplanos coinciden y el orden
dado para el borde es el mismo. (Se entiende fécilmente que recorriendo el borde del semiplano en
el sentido dado por la semirrecta, el semiplano queda, en ambos casos, del mismo lado). =

(d). Cualquier semiplano de borde r es estable en 7. En consecuencia, la traslacidn, que en el plano 7,
envia A a A’ es la misma que la traslacidn que, en cualquier otro plano que incluya a r, envia A a

A

Demostracion.

Sea @ un semiplano no coplanar con « de borde r, y € el semiespacio de borde «, es decir de borde

PR 2
7, que incluye a 3. Si f; = 7(3) deberd ocurrir que los diedros @0 y af1 sean congruentes, con
(1 también de borde r e incluido en €. Por el transporte del diedro, debe ocurrir que 1 = (3. =

Nota. Con esta propiedad, ya podemos dejar de mencionar cudl es el plano 7 que incluye a a:
alcanza con referirse a la traslacién que envia A a A'.

(e). Cualquier recta, coplanar con r, se transforma por T en una paralela a ella. Mds aun, la imagen
por T de cualquier semirrecta es otra semirrecta de igual sentido.

Demostracion. Sea 7w un plano que incluya a M y a la recta o semirrecta en cuestién. Expresamos,
como antes, a 7 como composiciéon de dos simetrias centrales en m: T =0 004.

Sea s unarectade m, s’ =o4(s)y s’ = o (s") = 7(s). Se cumplird, por propiedades de las simetrias
centrales, que s || s’ || s” y por transitividad del paralelismo entre rectas, s || s”.

Sea p una semirrecta de 7, p' = g4(p) y p”’ = onm(p’) = 7(p). Se cumplird que p y p’ tienen sentidos
contrarios y que p’ y p” tienen sentidos contrarios por lo que p y p” tienen igual sentido. =

(f). Sea P un punto con P # A, y P = 7(P). Entonces los puntos medios de los segmentos AP" y A’ P
coinciden.

Demostracién. Sea M el punto medio de AP’. Debemos mostrar que también M es punto medio
de A’P; ; o lo que es equivalente, que si llamamos oj; a la simetria central, en un plano 7 que
contenga a A, A’ y P, de centro M; y llamamos X = o;(P), se cumple que X = A’.

Los casos que podemos distinguir segin las posiciones relativas de los puntos de interés son varios.

e A, Py A" alineados: e (Se han ilustrado cuatro situaciones)

M M
———e 9000 —0 —e —90o oo —o
P AP A A A P P’
M M
————eo00 ————— 0 — e ¢ 0o o o
P PA A’ AP AP

R —_—
T(AA) = A'A”, T(a) =
P =7(P)
M punto medio de AP’
om simetria central, en 7, de centro M
or(P) debe ser A’

Para todos esos casos vale la misma demostracion:
Consideramos tres semirrectas paralelas:

h=AP, KW =1(h)=AP, KW =oy(h)
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. Se cumple que el origen de h” es P’; h'y I/ tienen igual sentido y h y h” tienen sentidos contrarios,
por lo que h' y h” tienen sentidos contrarios; en particular A’ y h” son paralelas. Y como tanto h’
como h” pasan por P’ debe ocurrir que b’ y h” son colineales y b’ = PA

Ademés como 7(AP) = A’P', y o3, (AP) = AP, por transporte de segmento debe ocurrir o7 (P) =
A’ por lo que M serd punto medio de PA’.

. Sea Pem, conP#AyP =1(P). Entonces PP’ I aA y PP = AA’

Demostracion. Sea M el punto medio de AP’, que, por el inciso anterior, también es punto medio
de A’P. Sea o), la simetria central, en w de centro M. Se cumpliré:

ou(A) =P, ou(A)=P  oyn(AX)=PP

por lo que,
- - R > —
AA’=P'P=PP, ytambién, AA" | PP’

. Sea s una recta. s es estable en T si y sélo si s || r.

Demostracion.
e Si s || r, entonces 7(s) =s: o
Si s = r ya lo hemos demostrado.
Sis#r, sea P € s,y P'=7(P). Debemos justificar que cualquiera sea P € s, P’ € s.

«— —>
Por la propiedad (g), PP’ || r; y ciertamente P € PP’. También s || r y P € s; entonces, por

—>
unicidad de la paralela por un punto, debe ocurrir PP’ = s; es decir P’ € s.

e Si la recta s cumple 7(s) = s, entonces s || r : o
Sea P € s y P’ = 7(P). Al ser 7(s) = s, seguramente P’ € s; y como P’ # P, tendremos que

—> —>
s = PP’. Entonces, por la propiedad (g), PP’ || r. =

. T queda determinada dando cualquier P y su correspondiente por 7, P’, como la traslacion que

—>
envia P a P'. PP’ es también guia de la traslacién.

— —
Demostracién. Lo tinico que necesitamos probar es que 7(PP’) es la semirrecta opuesta de la P'P

y que uno de los infinitos semiplanos de borde (ﬁ; es estable.

Sea s la paralela a r por P. Por la propiedad anterior, P’ = 7(P) € s = 7(s), y T(P—P;) es una
semirrecta de origen P’ y de igual sentido que la W ; es decir es la semirrecta opuesta de la ﬁ
En cuanto a uno de los semiplanos de borde W:

e Si s=r, es decir si P € r, a tiene por borde a r y ya sabemos que 7(a) = a.

e Sis#r, esdecir P¢r, como s || 7, r estd incluida en uno de los semiplanos de borde s. Por ser
r y s estables en 7 resultard que el semiplano de borde r que incluye a r es estable en 7 ya que
es el mismo semiplano que el de borde 7(s) que incluye a 7(r). =

. Las guias de una traslacion no nula son las rectas estables de la misma. Es decir, las guias de la

>
traslacion T (que podemos denotar Taa) son la recta AA’ y todas sus paralelas. Es inmediato.

. Cualquier recta se transforma por T en una paralela a ella. Es la propiedad (e), pero ahora sin pedir

>
que sea coplanar con AA’, ya que el papel del punto A lo puede hacer cualquier punto; por ejemplo,
un punto de la recta en cuestion.

«—>
. Un plano § es estable en T si y sdlo si & es paralelo a AA’.

Demostracion.
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e Si 0 || r, entonces 7(d) =0: o

Si P € 6, por (g), P’ pertenecerd a la paralela a r por P; y esa paralela estd incluida en 4.
e Si 7(d) =, entonces J || r: o

SidNr =10, se cumple que § || r.

Y si dNr # B, consideramos un punto H € 6 N r.

Se cumple 7(H) e 7(d Nr) =7(6) N7(r)=dNr.

—— ——
Como 7(H) # H, podemos hablar de la recta H7(H). Tendremos H7(H) C 6 Nr, lo cual sélo es
—

PR,
posible con r = HT(H) C §, es decir r || 0. =

La propiedad (g) nos permite reconocer facilmente dos figuras correspondientes en una traslacién: los
pares de puntos correspondientes determinan segmentos paralelos y congruentes.

Figuras correspondientes
en la traslacién 744/.

Ademds, las propiedades (e) y (g) nos proveen de un método para encontrar imagenes de puntos en una
traslacién utilizando rectas paralelas:

A /

—>
Si X Ay A’ no estén alineados, para encontrar 744/(X) basta intersectar la paralela a AA" por X con

—
la paralela a AX por A'.
Destacamos la siguiente propiedad:

Proposicion. Una traslacion se puede expresar, de infinitas maneras, como composicion de dos simetrias
centrales en un plano.

Demostracién. Sea 7 la traslacién en cuestién. Elijamos un punto A de Q. Sea A’ = 7(A) y sea 7 un plano
que contenga a A y a A’. La proposicién de pag. 75, nos da un modo de expresar a T como composicién
de dos simetrias centrales en un plano Y tenemos tantas soluciones como posibles elecciones de A y 7. »

5. Composiciéon de traslaciones

El subconjunto de las t.r. que son traslaciones es muy especial por cuanto, segin demostraremos a
continuacién, la composiciéon de dos de ellas es también una traslacién. No pasa lo mismo con las otras
t.r. estudiadas hasta ahora: por ejemplo, la composicién de dos simetrias centrales en un plano nunca es
una simetria central (es una traslacién); La composicién de dos simetrias axiales tampoco es una simetria
axial.

Insistimos una vez més que para identificar una t.r., u, es necesario y suficiente determinar cémo
actia p sobre alguna semirrecta y algin semiplano con borde esa semirrecta.

Esta claro que si 4 es la composicién de dos t.r. tales que ambas dejan estable a un mismo plano
m, entonces también p dejara estable a 7; y luego de determinar cémo actia p sobre una semirrecta, la
accion sobre uno de los dos semiplanos de borde esa semirrecta se puede deducir a partir de que las t.r.
a componer sean directas o inversas en 7.

Concretamente, es facil convencerse de que, en relacién a un plano estable ,

La composicion de dos t.r. directas en w es una t.r. directa en © y la composicion de una t.r. directa
y otra inversa en m, en cualquier orden, es una t.r. inversa en .

En lo que sigue analizaremos la composicién de traslaciones.

Para A # B, utilizamos Tap para denotar a la traslacién que envia A a B. En adelante aceptaremos
denotar a la t.r. identidad—que hemos convenido en llamar también traslacién nula—con 7z, donde H
es cualquier punto.
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Nota. No debemos confundirnos con la utilizacién de la palabra inversa con dos propésitos y significados

diferentes: Una traslacién es una t.r. directa en cualquier plano que sea estable en la t.r., y por lo tanto
no es una t.r. inversa inversa en ningtn plano. La inversa de una traslacién es también una traslacién.
Por lo tanto, la inversa de una traslacién no es una t.r. inversa en ningtn plano ...

Propiedades

().

().

La t.r. inversa de la traslacion que lleva A a B es también una traslacion: la que lleva B a A. Es
decir:

(tap) ™' = TBA.

En consecuencia, una traslacion no nula y su inversa tienen las mismas guias.

Demostracion. Se deja como ejercicio. Para la primera parte alcanza con verificar que 74 o 754
es la transformacién identidad. =

. La composicidn de dos traslaciones es una traslacion (incluimos como posible resultado la traslacion

nula)

Demostracion. Queremos analizar la composicion pg o 1 con py y po traslaciones.
La demostracion es trivial, si una de las dos traslaciones es la identidad.

e Si uy y pe son distintas de la identidad, elegimos un punto A y sean B = p1(A4) y C = pa(B).
Entonces lo que debemos demostrar es que:

M2 © 1 = TBC © TAB = TAC,

Aplicaremos la posibilidad de expresar las traslaciones como composicién de simetrias centrales en
un plano (ver pdg. 75), en las dos formas indicadas. Consideramos como plano para las simetrias
centrales, uno que incluya a A, By C. (Si A, B y C estdn alineados habr4 infinitos planos esas
condiciones. Si no lo estdn habra exactamente uno).

Sea M el punto medio de AB y N el punto medio de BC.

Se cumplird TAp = og ooy Y TBC = ON O O0B.

En consecuencia:

TBc oTap = (onyoog)o(ocpoopy) =onyo(opoop)oony =0onooy

Si M = N, la composicion es la identidad, que llamamos traslacién nula.

Si M # N, la composicién es la traslacion que envia M a M’ donde M’ es tal que N es punto
medio de M M.

Como ademds 7o 0 Tap = TBc(TaB(A)) = T7B0(B) = C,

TBC © TAB = TAC
| |
La composicion de traslaciones es conmutativa.

Demostracion. Si alguna de las traslaciones es la identidad, la propiedad es trivial. Eligiendo, como
antes, puntos para nombrar a las traslaciones. Queremos demostrar que para A, B y C cualesquiera
y distintos,

TBC ©TAB = TAB © TBC-

Los puntos elegidos hacen que sea muy sencilla la primera de las composiciones: Tpc © TaAp = TaC-
Para la otra composicién deberemos esforzarnos més.
e Caso en que A, B y C no estan alineados: e Es decir que las traslaciones no tienen guias
paralelas.
> “—> > —
B C  Sea B’ tal que B'C | ABy AB’ || BC.
TAB(B/) = C, es decir TAB — TB'C
TBc(A) = B/, es decir TBC — TAB'
A B’ TAB © TBC = TB/C © TAB’ = TAC = TBC © TAC
e Caso en que A, B y C estan alineados: e Es decir las traslaciones tienen guias paralelas.

Preferimos hacer una demostracién “algebraica” utilizando la conmutatividad de traslaciones con
guias distintas.
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().

Sea D un punto no alineado con A, By C. Como 7gp o Tpp = id, se cumplira:

TABOTBC = TABOTBDO9TDB ©TBC
= TBDOTABOCTBC ©7TDB
= TAD °TDC
= TDC ©TAD
= TAC

TBC © TAB
n

Si dos traslaciones son de guias paralelas, entonces o bien su composicion es la identidad o bien esa
composicion tiene guias paralelas a las de las traslaciones a componer.

Demostracion. Es inmediato porque tener guias paralelas corresponde a que la misma familia de
rectas paralelas es estable en ambas traslaciones. =

. Dos traslaciones, con guias de una paralelas o no paralelas a las guias de la otra, admitirdn, una

familia de planos estables: planos paralelos a las guias de ambas; en consecuencia la composicion
de ambas traslaciones también admitird a esa familia de planos como estables y tendrd sus guias
paralelas a esos planos.

Demostracion. Las traslaciones a componer se pueden expresar como T4 y Tc, con A, By C
no alineados. La composicion serd 74c = 7o © Tap. El plano que contiene a A, By C' y todos los
paralelos a él seran paralelos a las guias de las tres traslaciones, por lo que seran estables en las tres
traslaciones. u

Se suele resumir estas propiedades diciendo que las traslaciones, con la composicién, forman un grupo
conmutativo, que es un subgrupo del grupo de las t.r. A su vez las traslaciones de guias paralelas a una
recta dada, junto con la identidad, también forman un grupo.Y lo mismo ocurre con las traslaciones de
guias paralelas a un plano junto con la identidad. Si 7 es una recta y m un plano con r C m, entonces el
grupo de traslaciones con guias paralelas a r es un subgrupo del grupo de traslaciones de guias paralelas
a m y éste a su vez es un subgrupo del grupo de traslaciones con guias cualesquiera.

Aplicaciones

Definiciones.

Se llama paralelogramo a cualquier cuadrilatero que tenga sus lados opuestos paralelos.

Dadas dos rectas paralelas distintas a, y b, y una recta t secante con cada una de ellas respectivamente
en Ay B, si llamemos a y a’ a las dos semirrectas de origen A incluidas en a,; y b y b’ a las dos
semirrectas de origen B incluidas en b,, con a y b del mismo sentido; t4 = AB , t4 a la semirrecta
opuesta a ella; tg = BA y t’s a la semirrecta opuesta a ella, entonces se llaman:

o angulos correspondientes a los pares de dngulos:

— 7~ — —T T~ T — g~ —
atly y Bty Wty y Vip  ata y bp dtay Uiy

o angulos alternos internos a los pares de angulos

T —T —T T
atA y b/tB a/tA y st

o angulos alternos externos a los pares de angulos

Wy Ty Wy Wy

Ejercicio 5.1.- Hacer una figura ilustrativa relativa a las rectas a,, b, y t, y a los angulos resultantes de
la definicién anterior; y proponer alguna explicacién acerca de los nombres elegidos.

Ejercicio 5.2.- Justificar:

e Si dos angulos son correspondientes, entonces son congruentes.

e Si dos angulos son alternos internos, entonces son congruentes.

e Si dos angulos son alternos externos, entonces son congruentes.

Ejercicio 5.3.- Demostrar:

Teorema. (Segundo teorema del dngulo exterior de un tridngulo) Para cualquier tridngulo, un
angulo exterior es suma de los dos dngulos del tridngulo no adyacentes a €l; y los tres dngulos de un
tridngulo suman un llano.
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Ejercicio 5.4.- Demostrar que en todo paralelogramo,

e las diagonales se cortan en el punto medio y reciprocamente, si las diagonales de un cuadrildtero se
cortan en su punto medio, entonces es un paralelogramo.

e cada dngulo de un paralelogramo es congruente con su opuesto y es suplementario de cada uno de los
otros dos.

Las propiedades de las traslaciones justifican la utilizacién de una regla y una escuadra para dibujar
rectas paralelas a una dada. (Aqui en realidad no se necesita utilizar el dngulo recto de la escuadra)

—
= z

Posicién inicial Se traslada la escuadra usando como guia la regla

También se puede usar una escuadra para trazar rectas perpendiculares con buena precisién en el punto
de corte, sin que moleste la punta algo redondeada de la escuadra.

Posicién inicial Se traslada la escuadra usando como guia la regla

6. Angulos orientados

Nos van a importar los angulos no sélo como conjuntos de puntos sino que también vamos a considerar
a uno de los lados como primero y al otro como segundo. Naturalmente sélo lo haremos en relacién a
angulos no nulos ni llanos.

. . . . . T~ T T
Si a y b son semirrectas no colineales de igual origen, ab = ba ; peroel angulo orientado ab es

—
distinto del angulo orientado ba : son distintos en cuanto a cudl es el primer lado y cudl el segundo.

—
El primer lado del angulo orientado ab esel a y el segundo es el b.

b b
a a
@) 0
— —
Angulo orientado ab Angulo orientado  ba

Como un par ordenado de semirrectas no colineales con igual origen nos sirven para dar una orientacién
al plano que las incluye, podremos hablar de Angulo orientado positivamente si corresponde a la
orientacién elegida para el plano (usualmente la antihoraria) y dngulo orientado negativamente en
caso contrario.



CAPITULO VII. PARALELISMO Y TRASLACIONES. APLICACIONES 83

Si dos angulos orientados coplanares son ambos positivamente orientados o ambos negativamente
orientados, diremos que estdn igualmente orientados o que tienen igual sentido. En caso contrario
diremos que estdn contrariamente orientados o que tienen distinto sentido, o sentidos contrarios.

~ay -y

En particular el dngulo orientado ab y el dngulo orientado ba son congruentes pero de distinto
sentido.

Sabemos que, por definicién, dos dngulos son congruentes si son correspondientes en una t.r. Ahora,
cuando dos angulos de un plano 7 no nulos ni llanos, son congruentes, podremos preguntarnos si, como
angulos orientados, tienen igual o distinto sentido. Eso depende de que la t.r. que transforma uno en
el otro, y que tiene al plano 7 como estable, preserve o cambie la orientaciéon de m. Concretamente, en
una t.r. directa en un plano 7, a cualquier dngulo orientado de 7 le corresponde un dngulo orientado
congruente y del mismo sentido; y si la t.r. es inversa, a cualquier angulo orientado le corresponde un
angulo orientado y de distinto sentido.

7. Angulo determinado por dos semirrectas coplanares

Nos conviene asociar un dngulo a semirrectas de un mismo plano aunque no tengan igual origen.

Definiciones.
b
R
—_ \A B @ es el angulo determinado por:
’7\» .
A onigoncs A 9 B respecsivmmente,
e

Dadas dos semirrectas coplanares no paralelas a y b cuyas correspondientes rectas son secantes en @, se
llama:

e angulo determinado por a y b al angulo formado por las semirrectas de origen Q) colineales y de
igual sentido respectivamente que a y b. Si las semirrectas a y b concurren en su origen, entonces se
T

puede hablar del &ngulo ab como el angulo formado por a y by coincidira con el dngulo determinado
por a y b.

En forma similar podemos hablar también de dngulo orientado determinado por un par de
semirrectas coplanares.

Proposicion. Dos dngulos orientados determinados por semirrectas respectivamente paralelas y de igual
sentido son congruentes y de igual sentido.

' u’

Demostracion. Sean x, y, u, v semirrectas de un plano 7, con x e y no colineales, x y u paralelas y de
igual sentido e y y v paralelas y de igual sentido.

Sea P el punto comun a las rectas que incluyen a x y a y, y @ punto el comun a las rectas que incluyen
auyau.

Sean x’ e ¢ los lados del dngulo determinado por z e y, es decir las semirrectas de origen P respectivamente
colineales y paralelas a = e y.

Sean v’ y v’ los lados del dngulo determinado por u y v.

Se cumplird que =’ y u’ son paralelas y de igual sentido y lo mismo para y y v’. Por lo tanto con la
traslaciéon 7pg tendremos

TpQ(r’) =u'  TPQ(y) =7

Por lo tanto los 4ngulos orientados 'Y y w'v’ serdn congruentes y de igual sentido; pero esos son los

angulos orientados determinados por las semirrectas x e y, y por las semirrectas u y v. =
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8. Angulos entre rectas

Dadas dos rectas distintas concurrentes en un punto O quedan determinadas cuatro semirrectas de
origen O incluidas en las rectas. Dichas semirrectas, apareadas convenientemente, forman cuatro angulos.
Y sucede que o bien los cuatro dngulos son rectos, o bien hay dos agudos congruentes entre si y dos
obtusos también congruentes. Al hablar de 4ngulo entre rectas prestaremos atencién a los angulos rectos
o a los agudos pero no a los obtusos.

b
Angulos (agudos o rectos)
determinados
por rectas a y b: o @

Los dos dngulos. Los cuatro angulos.

L

Ang. (agudos o rectos) orientados

por rectas a y b,

NP

en ese orden:

b
g _ i a

determinados 0 a
? ; o) — b

Definiciones.

e Se llama angulo determinado por dos rectas secantes a cualquiera de los dngulos no obtusos
incluidos en la unién de las rectas.

Un angulo orientado, determinado por rectas secantes que no sean perpendiculares, puede usarse para
indicar una orientaciéon para el plano que las incluye.



Capitulo VIII

Rotaciones. Circunferencia

1. Introduccion

En las t.r. directas en un plano 7, estudiadas hasta ahora (simetria central en 7 y traslaciones de guias
paralelas a ), ocurre que a cada recta de 7 le corresponde una paralela. En cambio en la simetria axial,
que es inversa en cualquier plano 7 que incluya al eje, cada recta de m y su correspondiente pueden ser
paralelas, perpendiculares o ninguna de las dos cosas. Con las rotaciones aparece la posibilidad, para una
t.r. directa en un plano, de que no haya rectas correspondientes, en un plano estable, que sean paralelas.
Y esto va a ser asi para todas las rotaciones, con excepcion de dos casos particulares de rotacién, que
llamaremos de dngulo nulo y de angulo llano.

Pretendemos que las rotaciones, en un plano 7, sean t.r. directas en m y que tengan un punto fijo.
Entonces para describirlas dando un par semirrecta-semiplano nos convendra partir de una semirrecta
con origen en ese punto fijo.

2. Rotacion

Definiciones.

e Una t.r. p se llama rotacién si existe un par (a,«)—donde « es uno de los semiplanos cuyo borde
incluye a la semirrecta a—, tal que el origen de a es un punto fijo en p, la semirrecta p(a) estd incluida
en « y el semiplano opuesto del p(«) incluye a a.

e Sean a y b dos semirrectas distintas de un plano 7, de igual origen O, no colineales. Sea « el semiplano
de borde a que incluye a by o’ el semiplano opuesto al a. Sea 3’ el de borde b que indw ay el

semiplano opuesto al 3. se llama rotacién en 7 de centro O y angulo orientado ab , alat.r.
pen la que p(a) =by p(a) = B. También puede decirse giro en lugar de rotacién.

3 b

o

e [lamaremos también rotacion, en el plano 7, a la t.r. identidad: rotacién nula, o rotacién identidad,
o rotacién de centro cualquiera y angulo nulo; y a cualquier simetria central en el plano 7: rotaciéon
de angulo llano, rotacién en 7 de centro el centro de la simetria y angulo llano.

Insistimos en que en ésta, como en cualquier otra t.r. definida por una semirrecta y su correspondiente
y un semiplano « (de borde la semirrecta) y su correspondiente, para determinar la imagen de un punto del
plano determinado por «, alcanza con aplicar adecuadamente el transporte de dngulos y/o de segmentos,
y considerar rectas y planos perpendiculares. Pero el conocer propiedades de las rotaciones nos puede
simplificar esa tarea.

De la definicién surge que cualquier rotacién en 7 es una t.r. directa en 7, por lo que no puede coincidir
con ninguna simetria axial en ese plano. Y si una rotacién es de angulo no nulo ni llano, como transforma
a en b con a Jb, esa rotacién no puede coincidir ni con una simetria central ni con una traslacién.

Estudiaremos ahora las propiedades de las rotaciones en m, de angulos orientados no nulos ni llanos,
fundamentalmente en lo que tiene que ver con los puntos del plano 7; pero descubriremos ademads la
existencia de toda una recta de puntos fijos, perpendicular a 7, a la que llamaremos eje de la rotacion.

85
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Propiedades de la rotacion que lleva a a b

Sean a, b semirrectas de un plano 7 no colineales de origen comin O, y a’ y V' las semirrectas
respectivamente opuestas. Sean a, = aUda’ y b, = bU b . Sea « el semiplano de borde a que contiene a b
y ' su opuesto. Sea [ el de borde b que incluye a a y 3 su opuesto. Sea p la rotacién de centro O que
lleva a a b. Es decir:

pla) =0 pla) =p

Se cumple:

(a).
(b).

7 es estable en p. Inmediato.

p preserva la orientacion de w. En consecuencia ambos semiespacios de borde w son estables. La
orientacién dada para mw por la semirrecta a y el semiplano « es la misma que la orientacién dada
por by 3. Se reconoce facilmente que es asi por cuanto si nos imaginamos a una persona avanzando
por el borde de « segun el sentido de la semirrecta a, y a otra persona avanzando por el borde de
[ segun el sentido de la semirrecta b entonces o bien ambas personas encuentran su semiplano « o
0 a la izquierda o ambas lo encuentran a la derecha.

b ¢ '
B oY
B
Vo oa [
a
(0] 0]
a'y [ aizquierda a'y (8 a derecha

. O es el unico punto fijo del plano .

Demostracion. Que O es fijo en p es inmediato. Veamos que es absurdo suponer que exista otro
punto fijo en el plano 7.

Si hubiera un punto X € 7 fijo en p, con X # O, entonces todos los puntos alineados con O y
X serian fijos. En particular OX serfa estable. Si una semirrecta es estable en una t.r. directa de
un plano 7, a uno de los semiplanos de borde la semirrecta le corresponderd el mismo semiplano y
entonces la t.r. coincidird con la identidad. Pero p no es la identidad ya que a # b = p(a). =

. La recta e perpendicular a 7 tiene todos sus puntos fijos en p. Son los unicos puntos de € fijos en

p. A e se le llama eje de la rotacion.

Demostracién. Como la perpendicularidad entre rectas y planos es preservada por las t.r. (ver pdg.
66), a e le tiene que corresponder una recta por O perpendicular a 7. Es decir p(e) = e. Ademés
como los semiespacios de borde 7 son estables, también seran estables las dos semirrectas de e de
origen O. En consecuencia todos los puntos de e son fijos en p.

. Dos puntos correspondientes por p equidistan del centro. Es decir, si Q = p(P) entonces OP = OQ.

Por tanto, O pertenece a la mediatriz de los segmentos cuyos extremos son correspondientes por p.
Inmediato.

. Cualgquier semirrecta x del plano m y su correspondiente y determinan un dngulo orientado con-
—

gruente y del mismo sentido que el dngulo orientado ab .

Demostracion. Analizaremos varios casos.

e z y a colineales e La demostracion es inmediata. Se deja como ejercicio.

e  y a no colineales con igual (Eigan O e Porser p una t.r. d@c\ta en el plano 7 se cum-
plird que los angulos orientados ax y su corresp%ente/&or p, VY | son congruentes y de

igual sentido y por lo tanto los d4ngulos orientados az e Y0 serdn congruentes y de distinto
sentido. Consideremos, como t.r. auxiliar, la t.r. inversa en 7, o, en la que (a) = y. o resulta ser
una simetria axial cuyo eje contiene a O:
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y = plx)
P e
b= p(a) e
- ~ eje
0 0 *
pz a _— " a
—
o Si a e y no son colineales, el eje de ¢ contendra a la bisectriz de a¥ .
o Si a =y, entonces el eje de o contendrd a a.
b=p(a) eje
v b= p(a)
a=y=p)
o) eje
_ ! B
. y = p(z) o a

o Si a e y son opuestas, entonces el eje de o serd la recta por O perpendicular a a.
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T
Pero en todos los casos, el angulo orientado ab se transformard, por la simetria axial o, en
un 4dngulo orientado congruente con él y de sentido contrario. Como o(a) = y, deberd ocurrir
Py Ay

o(b) = x. Asi que los dngulos orientados ab y su imagen por o, YT son congruentes y de
— T

sentido contrario. Por lo tanto, los dngulos orientados ab y 2Y¥ son congruentes y de igual

sentido.

e r con origen P # O e Sean u y v las semirrectas de origen O respectivamente paralelas y de
igual sentido que = e y. (Se sugiere hacer una figura ilustrativa). Sabemos que u y v determinan

un angulo orientado congruente y de igual sentido que el determinado por x e y.

Por ser p(z) = y, porque O es fijo en p, y porque las t.r. directas en un plano preservan el
paralelismo y el ser del mismo sentido, resultard que p(u) = v. Entonces u y v estdn en las
—

condiciones del caso anterior y se cumplirwe el angulo orientado wwv es congruente y de igual
-y P

sentido que el ab , por lo que también %Y es congruente y de igual sentido que el ab .

Nota. Todo lo dicho en relacién a puntos y rectas del plano 7 vale también en relaciéon a cualquier otro
plano perpendicular al eje de la rotacién: para cualquier otro plano 7’ paralelo a m; el papel del punto O

lo hard el punto O’ comin a 7’ y al eje.

La ilustracion siguiente muestra dos figuras correspondientes en una rotacion. Los puntos “especiales”
de la figura, correspondientes, han sido unidos con arcos de circunferencias, todas de centro O, para
resaltar que se cumple la propiedad (e). También se han marcado los segmentos que unen esos puntos

con el centro para facilitar la verificacién de la propiedad (f).

Figuras correspondientes
en la rotacién de centro O
y angulo orientado AOA’.

Proposicion. Si 7w es un plano estable en una t.r., entonces la t.r. es una rotacion no nula en ese plano

si y solo si la t.r. tiene exactamente un punto de 7 fijo.

Demostracion. Es inmediato.
(Y si hay més de un punto de 7 fijo, siendo la t.r. directa en 7, la t.r. serd la identidad). =
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Proposicion. Dos dngulos orientados y de igual sentido, determinados por semirrectas de un plano w
respectivamente perpendiculares, son congruentes.

Demostracion.

(%

P
Es suficiente justificarlo para semirrectas con igual origen O. Sean *¥ y wv angulos orientados en

las condiciones de la hipétesis, es decir con v L z y v L y.
Se cumple que la rotacién de centro O que envia x a u (rotacién de dngulo orientado recto) también envia
yauv.s

Determinacion del centro de una rotacién

Proposicion. Dadas dos semirrectas de un plano ® no paralelas a y b de origenes A y B, existe exac-
tamente una rotacion en ™ que transforma a en b.

Demostracién. Por el axioma de las t.r. sabemos que dado un par de semirrectas y un par de semiplanos
de borde esas semirrectas existe exactamente una t.r. que transforma semirrecta y semiplano en semirrecta
y semiplano. Asi que lo tinico a probar es que en las condiciones de los datos la t.r. es una rotacién.

e Si A = B la rotacién de centro A que envia a a b cumple lo pedido.
b

A=B

e Si A # B entonces el posible centro O, al ser un punto fijo, debe equidistar de cualquier par de puntos
correspondientes, en particular de A y B; es decir O debe pertenecer a la mediatriz de AB.
Si encontramos otro par de correspondientes en la t.r. C' y D, tales que la mediatriz de CD no sea
paralela con la de AB, entonces, el punto comtin a ambas mediatrices debe ser el centro. Pero preferimos
poner de manifiesto otras propiedades.
Sean a, y b, las rectas que incluyen a a y b, y sea @Q € a, N b,. El posible centro de la rotacién debe
equidistar también de las rectas a, y de b,, por lo que debe pertenecer a la bisectriz de alguno de los
cuatro angulos determinados por a, y b,. Llamemos a y b a las semirrectas de origen @) que forman

el angulo determinado por a y b; llamemos también « al semiplano de borde a, que incluye a 5, o a

su opuesto, 5" al semiplano de borde b, que incluye a a y 8 a su opuesto. Como p(a) = Sy p(e/) = 5
el posible punto fijo O debe estar en N B 0 en o’ N F’; es decir, el posible centro debe pertenecer a
alguno de los dos dngulos adyacentes al dngulo determinado por a y b: debe pertenecer a la recta que
incluye a las bisectrices de los dos angulos adyacentes a dicho angulo.

b a

T~ bisectriz
T OTQ  bisectriz

A

mediatriz

deiatriz
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o Sila recta mediatriz de AB y la recta que contiene a las bisectrices tienen exactamente un punto en
comun, O, entonces la rotacion de centro O y que envia OA ala OB es la rotacién buscada.

o Si la recta mediatriz y la que contiene las bisectrices son paralelas, eso se deberd a que las bisectrices

. A
son perpendiculares a AB, es decir que el tridngulo AQB es isésceles, por lo que esas rectas no sélo
seran paralelas sino que también serdn coincidentes.
En este caso, podemos seguir poniendo en evidencia condiciones para determinar el centro.

mediatriz, bisectriz

Consideremos puntos auxiliares: A; € a — {A} y By € b— {B}. El posible centro O debe ser tal que

los angulos ml y OBB1 que seran correspondientes en el giro, sean congruentes. Entonces el
dnico punto de la mediatriz que sirve como O es/el\puntwnlin a las perpendiculares a a por A y
a b por B. Con ese punto como O, los dngulos OAA, y OBB; son ambos rectos.

En cambio si se tomara cualquier otro punto de la mediatriz como O, uno de esos angulos seria
agudo y el otro seria obtuso.

Y efectivamente, con ese punto O, se cumple que la rotacién de centro O que envia OA a OB también
envia a a b.

3. Expresion de rotacién como composicion de simetrias axiales
de ejes secantes

Recordamos que una traslaciéon que envia A a B se pude expresar como composicién de dos simetrias
axiales de ejes paralelos, ambos perpendiculares a AB (ver pag. 76), el primer eje por A y el segundo por el
punto medio de AB. Como cualquier punto, junto con su imagen, nos sirve para describir a una traslacion,
tenemos infinitos modos de expresar a esa traslacion como composicién de dos simetrias axiales.

En forma similar, es inmediato que una rotacién en 7 de centro O, se puede expresar como composicion
de dos simetrias axiales de ejes secantes en O. Si la rotacién, envia la semirrecta a a la semirrecta b, ambas
d/egigen O, entonces el primer eje puede ser la recta que incluye a a y el segundo la bisectriz del angulo

ab .

€2

€1

IS

0

Como cualquier semirrecta del plano 7, de origen O, junto con su imagen nos sirven para describir a la
rotacién, tenemos infinitos modos de expresar a esa rotacién como composiciéon de dos simetrias axiales.

Incluso podriamos tomar otro plano paralelo a 7 para trabajar en él ...; o independizarnos de 7 y
mencionar sélo al eje de la rotacién, e, perpendicular a m por O. Una rotacién de eje e, se puede expresar
como composicién de dos simetrias axiales cuyos ejes, e; y es, son perpendiculares a e y con los tres ejes
concurrentes.

4. Composicién de rotaciones de igual eje. (Igual centro en el
plano)

Todas las rotaciones de eje e son estables en cada uno de los planos perpendiculares a e. Y cada punto
del espacio pertenece a alguno de esos planos estables. Entonces podemos concentrarnos en el estudio de
las rotaciones en un plano 7 de igual centro.
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Veremos que el subconjunto de las rotaciones, en un plano, de centro dado, tiene propiedades similares
al subconjunto de las traslaciones: La composicién de rotaciones de ese tipo es una rotacién del mismo
tipo; y esa composicién es conmutativa.

Denotaremos pqp a la t.r. (rotacién) que envia la semirrecta a a la semirrecta b, donde a y b deben
tener igual origen.

También denotaremos a la t.r. identidad con ppp, donde h es una semirrecta cualquiera.

Propiedades

(a). La composicion de dos rotaciones en 7 y la inversa de una rotacion en m son t.r. directas en w. Es
inmediato.

(b). Para a y b de igual origen,
(pab)_l = Pba-
Es decir: La inversa de una rotacion en w de centro O y cierto dngulo orientado es también una

rotacion en 7w de centro O y dngulo orientado congruente al anterior pero de sentido contrario. Es
inmediato

(¢). La composicion de dos rotaciones en 7 de igual centro es una rotacion en w de igual centro; si la
T T
primera es de dngulo orientado ab 1y la seqgunda de dngulo orientado be , con a, b, ¢ semirrectas
—

de origen O la composicion es una rotacion de centro O y dngulo orientado ac . Es decir

Pbe © Pab = Pac-

— T
Si la semirrecta b es interior al dngulo ac , entonces el angulo de giro de la composicion, ac
T T

es suma de los dngulos ab y bc . Se deja como ejercicio.
(d). La composicion de dos rotaciones, en un mismo plano, de igual centro O es conmutativa.

Demostraciéon. Sean pqp y ppe las rotaciones en el plano 7 a componer, con a, b y ¢ de origen O.
Consideramos una t.r. auxiliar o, inversa en m, que transforma a en c. o serd una simetria axial de
eje h donde :

—
e h es la bisectriz de ac , si a y ¢ no son colineales.

e ) contiene a a, si a = c.
e h es perpendicular a la recta que contiene a a, si a = c.
(Sélo se ha ilustrado el caso en que a y ¢ no son colineales)

W = o) h b

o)
Se cumple que o o o = id, por lo tanto, llamando ' = o(b):

ola)=c o(c)=a ab)=b ol')=b
T T — T
Entonces o( ab ) = ¢b por lo que los dngulos orientados ab y ¢b’ son congruentes y de
— —
sentido contrario y wsm%rre con los dngulos orientados bc y b'a . Eso significa que los
angulos orientados ab y b'c son congruentes y de igual sentido y también lo son los dngulos
T T

orientados bc y ab . Entonces

Pvc = Pabs  Pab’ = Poc y Pbc © Pab = Pac = Pb’c © Pab’ = Pab © Pbc

Es conveniente incorporar una suma de angulos orientados, de modo que podamos decir que el
dngulo orientado de la composicion de rotaciones es suma de los dangulos orientados de las rotaciones
componentesq. Para la suma de dngulos no orientados (ver pdg. 55) la suma no siempre es posible;
pero esos angulos pueden ordenarse y cuando el dngulo suma existe, es mayor o igual que cualquiera
de los sumandos. En cambio, para la suma de angulos orientados, el &ngulo suma siempre existe; pero
no es posible definir un orden entre dngulos orientados que sea compatible con esa suma. (Admitimos
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angulos orientados nulos y dngulos orientados llanos, aunque ninguno de esos angulos sirva para dar una
orientacién al plano).

Nota. La composicién de rotaciones, en m, de centros distintos (es decir, pensando en todo el espacio,
rotaciones de ejes paralelos) no necesariamente es una rotacién: Si serd una t.r. directa en 7, pero puede
ser una traslaciéon o una rotacién. Y tampoco puede asegurarse la conmutatividad de estas composiciones.
Para analizarlas, suele ser ttil expresar las rotaciones como composicion de simetrias axiales adecuadas.

(Ver pag. 89).

5. Transformaciones rigidas con un punto fijo

Reiteramos que las transformaciones que llamamos t.r. en este curso preservan la orientacién del
espacio; y que permitimos que preserven o no la orientacién del espacio a las transformaciones pseudo
rigidas.

Una t.r. p es una rotacién no nula, en cierto plano 7, si y sélo si p es directa en 7 y hay exactamente un
punto de 7w que es fijo en p. Esta propiedad admite una generalizacién interesante. Veamos primeramente
un lema.

Lema. Si O es un punto fijo en una t.r. p, entonces existe un plano m que es estable en p y un punto P
de m que es fijo en p.

Demostracién. Sean H y K dos puntos no alineados con O, H' = p(H) y K’ = p(K).

e Si H, H, K, K' y O son coplanares e , en 7 entonces el plano 7 es estable en p. 1 y P = O son
el plano y el punto buscados.

e Si H, H, K, K’ y O no son coplanares e , seguramente o bien H y H’ no estdn alineados con O
o bien K y K’ no estdn alineados con O. Renombremos A; a H o a K de modo de poder asegurar que
A1y Aa = p(A7) no estdn alineados con O. Sea Az = p(Az). Como A; # Ay también serd Ay # As

e Si A;, As As y O son coplanares e ,en 7, entonces 7 es estable en p. m y P = O son los buscados.

e Si Ay, Ao, y A3 y O no son coplanares e | seguramente A;, As y Az son distintos dos a dos y
no alineados. Sea 7 el plano determinado por Ay, As y As, y P el pie de la perpendicular desde O
a 7. Mostraremos que p coincide con la rotacién p’, en 7, que envia la semirrecta m} ala P—AQ) por
lo que resultard 7 estable en p y P fijo en p.

e
(0]
p(0) = O, Ay = p(A1), As = p(Az2)
Ay, Ay, Az e
A1 e = O<_)P 1w
\A e es el eje de la rotacién p.
Ao

s

Por ser O fijo en p, y As, Az imégenes respectivas de A; y As,

OA1 = OAQ = OA3

A1A2 = A2A3.
Entonces,
A A A
OPA, =0OPA; = OPA;3,

ya que son tridngulos rectangulos que comparten un cateto y tienen hipotenusas congruentes. En
particular,

PA1 = PA2 = PAg
Ahora, por el caso L-L-L de congruencia de tridngulos
A A
A1PA2 = AQPA3,

por lo que

@25@3.
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Como ademds A; # As, seguro que As pertenece al semiplano de 7 de borde (514_2) que no contiene
a Al.

En consecuencia, llamando p’ a la rotacién que envia PA; a PAs, se cumpliré:
pl(Al) = A27 PI(A2) = A37 PI(P) = P7 PI(O) =0.

La dltima igualdad porque O € p; y la recta p, al ser perpendicular a m por P tiene todos sus puntos
fijos en p'.
Asf que las t.r. p y p’ actiian del mismo modo sobre tres puntos no alineados, O, A; y A, con lo cual

actian del mismo modo sobre la semirrecta OA; y sobre el semiplano de borde <O_A_1) que contiene a
As. Es decir p=p'. »

Teorema. (T.r. con un punto fijo) Si una t.r. p tiene al menos un punto fijo O, entonces es una
rotacidn cuyo eje pasa por O. (Se incluye aqui el caso de la identidad, rotacion nula).

Demostracion. Si p es la identidad, el teorema se cumple trivialmente. Asi que supondremos p distinto
de la identidad.
Por el lema existird un plano « estable en p y un punto P de 7 que es fijo en p.

e Si p es directa en 7: e p es una rotacion en w de centro O, distinta de la rotacién nula, por lo que
la recta e perpendicular a 7w por O, es el eje de la rotacién. Los puntos de e son los unicos fijos en p. p
es una rotacién de eje e y dngulo no nulo.

e Si p es inversa en 7: e p es una simetria axial cuyo eje e pasa por O y estd incluido en . Los

puntos de e son los Unicos fijos en p. p es una rotacion de eje e y angulo llano. =

Como consecuencia inmediata del teorema anterior, tenemos:

Corolario. La composicion de dos rotaciones de ejes secantes en O es una rotacion cuyo eje también
pasa por O.

6. Circunferencia

Definiciones. Sea 7 un plano

e Dado un punto O de 7 y un segmento AB, se llama circunferencia de centro O y radio AB al
lugar geométrico de los puntos P (conjunto de puntos P) del plano 7 tales que OP = AB.

Otras definiciones concordantes con esta: (Se deja como ejercicio verificar que lo son).

e Dado dos puntos distintos O y @ de 7 se llama circunferencia de centro O que pasa por Q al
conjunto de puntos P de 7 tales que OP = OQ.

e Se dice que un conjunto de puntos de un plano 7 es una circunferencia si existe un punto O de 7 tal
que el conjunto estd formado por todos los puntos de m que equidistan de O.

o Al punto O se le llama centro de la circunferencia.
o A cualquiera de los segmentos OP se le llama radio de la circunferencia.

Si en las definiciones anteriores no se limitan los puntos a pertenecer a un plano, se obtienen definiciones
para la esfera de centro O .

Teorema. Tres puntos no alineados determinan una circunferencia: la unica que contiene a los tres
puntos.

Demostracion.

Sean A, By C los tres puntos no alineados, y 7 el tiinico plano que los contiene.
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e Si una circunferencia de centro O contiene a los puntos distintos A, B y C ocurrird que O equidista de

A, By C, por lo que O deberd pertenecer a las mediatrices, en el plano 7, de los segmentos AB, AC
y BC.

e Las mediatrices, en 7, de los segmentos AB y AC son rectas coplanares no paralelas (si lo fueran

llegariamos a un absurdo: tendriamos AB | Ac y con el punto A comin, por lo que esas rectas coinci-
dirfan y los tres puntos A, B y C estarfan alineados); por lo tanto, esas mediatrices serdn concurrentes
en un punto; llamemos O a tal punto. O serd el unico centro posible para la circunferencia buscada.
Es decir que no puede haber méas de una circunferencia en las condiciones pedidas.

e O equidista de A y B por pertenecer a la mediatriz del segmento AB, y también equidista de A y
C por pertenecer a la mediatriz del segmento AC. Por lo tanto O equidista de A, B y C asi que la
circunferencia de centro O que pasa por A, también pasard por B y C'y es por lo tanto la circunferencia
buscada. =

Teorema. No existe ninguna circunferencia que contenga a tres puntos distintos alineados.

Demostracion. Sean A, By C' tres puntos, distintos dos a dos, pertenecientes a una recta 7.

e Repitiendo el argumento utilizado en el teorema anterior, si existiera una circunferencia en las condi-
ciones pedidas:
su centro O, junto con r estaran incluidos en un plano 7. O deberia pertenecer a los planos mediatrices
de los segmentos AB y BC); pero esos planos mediatrices serfan perpendiculares a r por los puntos
medios de los segmentos AB y BC (puntos medios distintos porque de otro modo seria A = C) por lo
que resultarian paralelos y distintos, en contradicciéon con que O pertenecia a su interseccion. u

Como consecuencia inmediata de lo anterior,
Corolario. La interseccion de una circunferencia y una recta no puede contener mds de dos puntos.

Definiciones.
e Dada, en un plano 7 una circunferencia de centro O y radio OP,

o se llama interior de la circunferencia al conjunto de puntos Q € 7 tales que OQ < OP. Se llama
exterior de la circunferencia al conjunto de puntos @) € 7 tales que OQ > OP.

o se llama circulo, asociado a la circunferencia dada, a la unién de la circunferencia con su interior.

C: circunferencia de centro O que pasa por A
A, B, TeC

0,1, J, K interiores de C

C,D,E, F,G exteriores a C

s secante a C

t tangente a C; T punto de contacto entre ¢ y C
GH tangente a C en T

D G

e Dados en un plano 7, una circunferencia C, una recta r y un punto 7', que cumplen
rNC={T},

hablaremos de recta y circunferencia tangentes. Se dice que:

o r y C son tangentes.
o ry C son tangentes en 7.
o r es tangente a C.
o r es tangente a C en T, o bien r es tangente en 1" a C.
o C es tangente a r.
o C es tangente a r en T, o bien C es tangente en T a r.
o TG es tangente a C en T.
o T es el punto de contacto entre r y C.
e Una semirrecta coplanar con una circunferencia se dice que es tangente a una circunferencia si la

recta correspondiente es tangente a la circunferencia y si ademaés el punto de contacto pertenece a la
semirrecta.

e Si todos los puntos de una recta coplanar con una circunferencia son exteriores a ella, se dice que la
recta es exterior a la circunferencia.
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e Si una recta contiene exactamente dos puntos de una circunferencia entonces la recta se dice secante
a la circunferencia.

e Un segmento se dice tangente a una circunferencia si la recta que incluye al segmento es tangente
a la circunferencia, y el punto de contacto pertenece al segmento.

Nota. Aun no hemos justificado, porque todavia nos falta un axioma para poder hacerlo, que si una
recta, coplanar con una circunferencia no es ni tangente ni exterior entonces es secante.
Es sencillo justificar que:

Proposicion. El interior de la circunferencia y el circulo son conjuntos convexos.

7. Interseccion de rectas y circunferencias

Proposicién. Dados, en un plano m, una circunferencia de centro O, un punto de la misma A (A # O)

>
y una recta r que pasa por A entonces, r y C son tangentes si y sélo sir es perpendicular a OA.

Demostracion.

A

N

Sea p la recta perpendicular a r que pasa por O. Veremos que si y s6lo si A € p, resulta r tangente a C.
Sea o la simetria axial de eje p y A’ = o(A).

p tiene todos sus puntos fijos en o por lo que OA = OA’, y A’ € C.

Ademas r es estable en o, por lo que A’ € r.

Entonces también A’ € CNr.

e Si r es tangente en A a C, deberd ocurrir C N r = {A}, y por lo tanto A’ = A. Asi que A es fijo en o
por lo que A debe pertenecer al eje p.

<
e Si OA = p, entonces con cualquier punto X de r, distinto de A, completamos un tridngulo rectangulo

A
en A: OAX. En ese tridangulo la hipotenusa es mayor que cualquiera de los catetos; en particular es
mayor que el radio de la circunferencia. asi que X es un punto exterior a la circunferencia; por ello A
es el inico punto comun a la circunferencia y a la recta, es decir r es tangente a la circunferencia. u

Como consecuencia inmediata tenemos:

Corolario. Todos los puntos de una recta tangente a una circunferencia, con excepcion del punto de
contacto, son exteriores a la misma.

Proposiciéon. Dadas en un plano w, una circunferencia C de centro O y una recta v que pasa por O,
entonces la recta es secante a la circunferencia.

Demostracién. (Se sugiere hacer una figura ilustrativa) Consideramos dos puntos A y B que cumplan:
Ae€Cy BerconB#O0. Sea p la t.r. directa, en m, que transforma OA en OB (serd una rotacién de
centro O, pero no necesitamos prestar atencién a ello). Sea ¢ la simetria central, en 7, de centro O. Sea
Ry = p(A) y R2 = o(Ry1). Se deja como ejercicio justificar que Ry y Rp son dos puntos distintos y que
CNnr= {Rl,Rg}. "

Nota. Si en la proposicion anterior cambiamos “que la recta pasa por O” por “que la recta pasa por un
punto interior a C” obtenemos una proposicién que no podemos justificar en base a los axiomas aceptados.
Estamos en condiciones de probar, aunque no lo haremos, que si una recta es secante a una circunferencia,

Oo—0
con puntos comunes A y B entonces todos los puntos del segmento abierto AB son interiores a la

circunferencia y los puntos de las semirrectas abiertas opuestas a la AB y BA son todos exteriores. Y que
si una recta tiene algin punto en comun con la circunferencia entonces o bien es tangente o bien tiene
exactamente dos puntos en comun con la circunferencia. Por otro lado, podemos probar que si una recta
del plano de la circunferencia, tiene un punto interior a una circunferencia entonces tiene otros interiores
y también tiene puntos exteriores a la misma; aunque la intuicién nos dice que también hay exactamente
dos puntos de la circunferencia, los axiomas que hemos aceptado no nos permiten demostrarlo. Es decir
no estamos en condiciones de probar que cualquier recta del plano de una circunferencia con un punto
interior a la misma, la corta en dos puntos. Cuando hayamos incorporado el axioma de continuidad,
si podremos hacerlo.
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8. Arcos, Cuerdas, Poligonos inscriptos y circunscriptos

Angulos, arcos y cuerdas

Definiciones. Dada una circunferencia C de centro O de un plano :

e Se llama angulo central de C, a cualquier dngulo del plano 7 con vértice en el centro de C.

95

Un arco de extremos A y B contiene a
C el otro no contiene a C.
AB, AA’: cuerdas. AA’: didmetro.

/\

AQB : ceptral.

ACB , ACD : inscriptos.
/\

AFEB : circunscripto.
ity

BAE , BAF : semiinscriptos.

Se llama angulo inscripto en una circunferencia C, a cualquier angulo cuyo vértice pertenezca a C y
tal que las rectas que incluyen a los lados sean secantes a la misma.

Se llama angulo semiinscripto a una circunferencia C, a cualquier dngulo que tenga su vértice
perteneciente a C, que la recta que contiene a uno de los lados sea secante y que el otro lado sea
tangente a C.

Se llama angulo circunscripto a una circunferencia C, a cualquier dngulo cuyos lados sean semirrectas
tangentes a C.
Dados Ay B (A # B) pertenecientes a C,

o se llama cuerda de C determinada por A y B, al segmento AB. Si una cuerda pasa por el centro
de C entonces también se llama didametro de C. Luego de introducir la medida de segmentos, y
dependiendo del contexto, usaremos cuerda y didAmetro para referirnos tanto a los segmentos como
a las medidas de esos segmentos.

o se llama arco de C, de extremos A y B, a cualquiera de las intersecciones de C con uno de los dos
—
semiplanos de 7w de borde AB.

Dados Ay B (A # B) pertenecientes a C, y no alineados con el centro O de C,

o se llama arco principal de extremos A y B, al arco de C incluido en el semiplano de borde AB

opuesto al que contiene a O.
T

o se llama arco correspondiente al dngulo central AOB, al arco principal de extremos A y B.

o se llama sector /ci\rcular, correspondiente a la cuerda AB, a la interseccién del sector angular del
angulo central AOB con el circulo correspondiente a C.

o ysiV € C, asociamos al angulo A/V\B con el arco principal de extremos A y B (arco en el semiplano
opuesto al de borde AB que contiene a V).

oysiAdyB son/lcipuntos de tangencia de dos tangentes a C que se cortan en E, asociamos al angulo
circunscripto AEB con el arco principal de extremos A y B.

Un poligono (convexo) estd inscripto en C si todos sus vértices pertenecen a C. (Todos los dngulos
del poligono resultan inscriptos). En esas condiciones también se dice que la circunferencia esta cir-
cunscripta al poligono

B
A3 A2 3
C B
4 Do
2
\ Al

N
Asg Bs By

Un poligono (convexo) estd circunscripto a C si todos sus lados son tangentes a C. (Todos sus dngulos
son circunscriptos). En esas condiciones también se dice que la circunferencia estd inscripta en el
poligono

)

Un poligono (convexo) se dice inscribible en una circunferencia, si existe alguna circunferencia que
contenga a todos sus vértices.

Un poligono (convexo) se dice circunscribible en una circunferencia si existe alguna circunferencia
tangente a todos sus lados.
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No todos los poligonos son inscribibles en una circunferencia. Por ejemplo, el poligono de la figura
anterior de vértices Ay, As, ..., As es inscribible; pero si se cambia As por el punto medio del segmento
A4 A5 se obtiene un poligono no inscribible.

Sin embargo todos los tridngulos son inscribibles y también circunscribibles:

Teorema. Dado un tridngulo cualquiera existe una circunferencia C y otra circunferencia C' tales que
el tridngulo estd inscripto en C y circunscripto en C'.

Demostracion. Es facil justificar que:

e las mediatrices de los tres lados del tridngulo se cortan en un punto, llamémosle O, que equidista de los
tres vértices. O es centro de la circunferencia C en la que esta inscripto el tridngulo; y que llamamos
circunferencia circunscripta al triangulo.

e las bisectrices de los tres lados del tridngulo se cortan en un punto, llamémosle O’ que equidista de los
tres lados del tridngulo. Si P es el pie de la perpendicular desde O' a BC entonces la circunferencia C’
de centro O’ y que pasa por P es la circunferencia inscripta en el tridngulo.

O, centro de la circunferencia C circunscripta
al tridngulo, radio OA

O’, centro de la circunferencia C’ inscripta al
trigngulo, radio O’ P

Teorema. (Del arco capaz de un recto) La circunferencia que tiene por didmetro la hipotenusa de
T

un triangulo rectangulo pasa por el vértice del dngulo recto. Reciprocamente, cualquier dngulo ABC
iscripto en una circunferencia de didmetro AC, es recto.

Demostracion.

A, By C no alineados. L
m, n: mediatrices de AB y de BC

B O = mNmn; h: semirrecta de origen O, h C m
. C: circunferencia de centro O que contiene a A,
h m ByC.
C — A om Y 0, simetrias axiales, en 7, de ejes m y n
\ - 6\ } respectivamente.

onoom(A) =0op(om(A) =0,(B)=C

—
e Si ABC es recto: e las mediatrices m y n resultan perpendiculares por lo que la composiciéon de
las dos simetrias de ejes m y n es una simetria central, en 7, de centro el punto O comin a ambas
mediatrices. O es el centro de la circunferencia C circunscripta al triangulo. Pero

0n 00n(A) =0op(on(A)) =0n(B) =C,

por lo que O € AC, es decir AC es un didmetro de C.

e Si AC es didmetro de C y B € C: e entonces la composicién v = o, 0 0y, que es una t.r. directa en
el plano 7 tiene a O como punto fijo y envia A a C' con O punto medio del segmento AC. Entonces v

—> —
debe ser una simetria central, por lo que m y n deben ser perpendiculares y también AB 1 BC. a

El teorema anterior se podria enunciar como: El lugar geométrico de los puntos B de un plano desde los
que se “ve” un segmento AC bajo un dngulo recto es la circunferencia de didmetro AC, de la que hay
que excluir a los puntos A y C.

Veremos a continuacién, que un resultado parecido se obtiene con angulos no rectos. Sea p una rotacién,
en un plano 7, de centro G y sean A y B dos puntos distintos del G con p(A) = B. Ya sabemos que los
angulos determinados por pares de semirrectas de m correspondientes en p son todos congruentes y del
mismo sentido que el angulo de rotacion. La figura siguiente ilustra esa situaciéon. Podemos preguntarnos
cual es el lugar geométrico de los vértices de esos angulos. A ese lugar pertenecen ciertamente los puntos
G, Ay B ;Sera una circunferencia?. La figura no lo desmiente ...y podemos probar que la respuesta es

777

“si”.
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B/<A

31
Angulos orientados determinados por

pares de semirrectas, con origenes en A
y B, correspondientes en la rotacién de
centro G que envia GA a GB.

A a

Proposicion. El lugar geométrico de los puntos de un plano m que son vértices de los dngulos determi-
nado por semirrectas de origen A y B correspondientes en una rotacion, en 7w, de centro G, (A, B y G
no alineados) es la circunferencia que pasa por A, B y G.

Demostracion. Sea p la rotacion de la que habla el teorema, G el centro de p, « el semiplano de borde

—
la recta r = AB que contiene a G y ' el semiplano opuesto.

Si p(m) = GB, como ademés p(G) = G ocurrird que también p(m) = BG. Es decir, el centro de la
rotacién pertenece al lugar.

p(m) serd alguna semirrecta de origen B, por lo que B serd el vértice del angulo determinado por
ambas. Asi que B pertenece al lugar. Y en forma similar se justifica que A pertenece al lugar.

Todos los puntos C' € a—1 y C’ € o/ —r son tales que los dngulos determinados por las semirrectas AC
y B—d, en ese orden, tienen la misma orientacién; (en la figura todos estdn orientados positivamente,
R

en el sentido contrario al de las agujas del reloj); y los dngulos determinados por las semirrectas AC’

—
y BC', en ese orden, tienen también la misma orientacién entre ellos pero contraria a la anterior (en
la figura todos estén orientados negativamente);

Sea C perteneciente a « y al lugar. Debera ocurrir que p(/ﬁ) = BC.

—
Sea C' perteneciente a o’ y al lugar. Ocurrird que p(AC") es la semirrecta opuesta de la BC.

<
Por lo estudiado en la seccién de determinacién del centro de una rotacién, pag. 88, la recta CG contiene

T —>
a las bisectrices de los dngulos adyacentes al ACB . También la recta C'G contiene a las bisectrices
T

de los d4ngulos AC’'B y de su opuesto por el vértice.

Llamemos p’ a una t.r auxiliar muy relacionada con la dada:

pl=0cop,

rotacion, en 7, de centro G’ donde o es la simetria, en 7, de centro B. Es decir que si a es una semirrecta
de origen a, o’ = p(a) y a’ = p'(a), entonces o’ y a” son semirrectas de origen B opuestas una de la
otra. Como p’ es una t.r. directa en 7 y las semirrectas correspondientes no son paralelas resultard que

—>
P’ es también una rotacién en 7. Llamemos G’ a su centro. Se cumplird que la recta G'C' incluye a las

T —
bisectrices de ACB y de su opuesto por el vértice. Y también la recta G'C” incluye a las bisectrices
T

de los angulos adyacentes al AC'B.

— <
Como las rectas GC y G'C incluyen, respectivamente, a las bisectrices de dos dngulos adyacentes,

. . . —> —
deben ser perpendiculares. Y algo similar ocurre con las rectas GC' y G'C".

— —
En resumen, tanto los dngulos GCG’ como los dngulos GC'G’ son rectos.
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e Entonces podemos asegurar, por el teorema anterior, que todos los puntos C y todos los puntos C’
pertenecen a la circunferencia de didmetro AB. »

Proposicion. Dados tres puntos A, B y G no alineados de un plano 7, con G equidistante de A y B,
existe exactamente otro punto G' # G, tal que si p es la rotacién en 7, p de centro G que transforma A
en B y p' es la rotacion en w, p' de centro G' que transforma A en B entonces p y p' cumplen:

(a). sia, es una recta cualquiera que pasa por A:
plaos) = p(ao).

T —
(b). GAG' yGBG' son rectos.

(c). los dngulos orientados de la rotacidn p y de la rotacion p' son suplementarios y contrariamente
orientados.

(d). La circunferencia de didmetro GG’ contiene a A y B.

Demostracién. Proponemos como p’ la composicién p’ = o o p, donde o es la simetria central en m, de
centro B.

e (a) e Sia, pasa por A, como p(A) = B, p(a,) pasard por B. Sabemos que en o cualquier recta de 7
que pase por B es estable, asi que

pl(ao) =00 p(ao) = U(p(ao)) = p(ao)'

e (b) e Siaesuna de las semirrectas de origen A incluidas en a,, b = p(a), y b’ es la semirrecta opuesta
de b (by b con origen B), tendremos:

p'(a) =oopa) =o(b) =V

Los pares de semirrectas de 7 correspondientes en una rotacion determinan el dngulo orientado de
giro. Los dngulos orientado determinados por el par (a,b) y por el par (a,b’) son suplementarios y
contrariamente orientados.
T T
e (c) e El dngulo orientado de giro para p también lo tenemos en AGB y para p’ en AG'B. En
«— T —
consecuencia, G y G’ estdn a distinto lado de AB'y AGB y AG’'B son suplementarios. Ademés como

los centros equidistan de los puntos correspondientes A y B, GG’ es mediatriz de AB. En definitiva,
— —

se concluye que GAG’ y GBG’ son rectos.

e (d) e Esinmediato aplicando al dltimo resultado el teorema del arco capaz de un recto (pag. 96). =

Proposiciéon. Dada una rotacion p, en w de centro G y angulo no nulo ni llano, un punto A distinto
de G y B = p(A), el lugar geométrico de los puntos que son interseccion de una recta a, por A y su
correspondiente b, = p(a,), es una circunferencia que pasa por G, por A y por B.

Demostracion. Llamemos £ al lugar. Primeramente hacemos notar que £ contiene infinitos puntos ya que
hay infinitas rectas en 7 por pasan por A y la recta correspondiente a cada una de ellas por p es una recta
coplanar pero no paralela a la misma. Ademds, asociada a p, tenemos p’ = p o g, donde o es la simetria
central, en 7, de centro B. p’ también es una rotacién, en m,. Sea G’ su centro y C la circunferencia de
didmetro GG'. Es inmediato que C es la tnica circunferencia que contiene a A, B y G. Queremos mostrar
que £ = C, y lo haremos mostrando que £ C C y que C C L. Para conseguirlo, nos sera ttil establecer
que si t, y tp son las rectas tangentes a C en A y B respectivamente, entonces:

plta) = AB = p~L(ty)

e L CCe SeaCelL.

o Si C ¢ {G,G'} C serd la interseccién de dos rectas a, y b, con a, por A, b, por By p(a,) = b,.

Por lo estudiado al determinar el centro de un rotacién a partir de dos semirrectas correspondientes,
A

(pag. 88) el tridngulo GAG’ es rectangulo. Entonces por el teorema del arco capaz de un recto, (pag.
96) el punto C € C.

o Si C € {G,G'} (lo cual puede ocurrir porque G y G’ pertenecen a L), es inmediato que C' € C.

En resumen, si C' € £ entonces C' € C.

o p(ty) = AB = p~1(ty) ® o Por el inciso anterior t, y p(t,) se cortan en un punto de C. Entonces deben

cortarse en A lo cual significa que p(t,) = m, va que también debe pasar por B.
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o Andlogamente p~!(tg) y suimagen p(p~1(t;)) deben cortarse en un punto de C. Pero p(p~1(ty)) = tp

y tp tiene s6lamente a B como punto de C. Entonces p~!(tg) debe ser AB.

oeCCL e SeaCelC.

o Si C ¢ {A, B}, llamemos a, a la recta AC y bo = p(a,). Observamos que ya conocemos dos puntos
de la recta a, que pertenecen a C: Ay C.

—
Con seguridad a, # t, por lo que b, # AB. En consecuencia, el punto intersecciéon de a, y b, es
distinto de A. Ese punto debe ser C' pues de otro modo la recta a, contendria tres puntos de la
circunferencia C. Es decir C € L.

o Para C = A debemos mostrar que A es interseccién de dos rectas correspondientes en p. Por el inciso

. 3
anterior, esas rectas son tg y AB.
. . —
o En forma similar para C = B {B} = ABNtp.

Es decir si C € C entonces C' € L; eso significa que £ C C.

P
Teorema. (Del arco capaz ) Dados en un plano 7 dos puntos A y B distintos, y un dngulo APB
T

T
el lugar geométrico de los puntos P de m tales que APB = AP,B  estd formado por dos arcos de
circunferencia de extremos A y B, (de los que hay que excluir a A y a B) que contienen uno a P, y otro

. Ve . A=
al simétrico de P, respecto de AB.

Demostracion.
P/
P, P
P
A A B
Pl
pr p

P/// Pi’U

Es consecuencia inmediata de la proposicién anterior. =

9. Una aplicacién: La circunferencia de los nueve puntos

A
Teorema. Dado un tridngulo ABC, cuyas rectas alturas son concurrentes en H, existe una circunfe-

rencia que pasa por los siguientes nueve puntos:

= los puntos medios de los lados del tridngulo, A’, B' y C".
= los pies de las alturas del tridngulo, A", B" y C".

= los puntos medios de los seqmentos AH, BH y CH; A", B" y C" respectivamente.

Demostracion.
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Ao

Co

e Cualquiera sea el triangulo, sus alturas son congruentes ya que esas alturas son las mediatrices de un

A
tridngulo A,B,C, con lados paralelos a los del tridngulo dado. (Las rectas determinadas por los puntos
medios de dos lados de un tridngulo son paralelas al otro lado).

T ——
e El 4ngulo A’ A” A" es rectangulo, por ser A” pie de la perpendicular AA” y esta pasa por A”.

T T
e Los dngulos A’B’ A"y A’ B"”' A" son rectdngulos, pues
— oy — —— s ——
A/B/ H AB || A///B///, y A///B/ H CO// H A/B///

o
e También los dngulos A’C’ A", A'C"" A" son rectéangulos, por razones similares.
Por el teorema del arco capaz del angulo recto, la circunferencia de didmetro A’ A/, que naturalmente
) )
pasa por A’ y A", pasa también por A’, A", A", B', B", C'"y C".
En forma andloga, la circunferencia de didmetro B’ B’ pasa por B”, A’, A", C" y C""". Y la circunfe-
rencia de didmetro C’C"" pasa por C', C""", C", A’, A", B y B".
Dos cualesquiera de estas circunferencias comparten seis puntos (mds de tres), por lo que las tres
circunferencias coinciden. Esa circunferencia pasa por A’, A”, A" B', B", B, C', C" y C" .«




Capitulo IX

Transformaciones rigidas del plano.
Transformaciones rigidas y
pseudo-rigidas del espacio

1. Introduccion

Conocemos varias t.r. en las que cierto plano 7 es estable. Algunas son directas en 7: las simetrias
centrales de 7, o mejor dicho las simetrias axiales de ejes perpendiculares a 7; y las traslaciones de guias
paralelas a 7; otras son t.r. inversas en 7: las simetrias axiales de ejes incluidos en 7. Veremos que hay
otra t.r. inversa en 7, la simetria deslizante, y que con ella se agotan las posibilidades de t.r con plano 7
estable.

Ademas, también hay t.r. en las que ningtn plano es estable: son las que llamaremos movimiento s
helicoidales de dngulo no nulo ni llano. Por otro lado, hay un conjunto de transformaciones biyectivas
que incluye a las t.r. y a otras que, sin ser t.r., comparten con ellas todas las propiedades con la excepcién
de la que hace referencia a la orientacién del espacio: son las transformaciones pseudo-rigidas; cuando
no son t.r. en lugar de preservar la orientacion del espacio, la invierten.

Nota. Senalamos que es frecuente encontrar definiciones de t.r. del espacio que no exigen la preservacién
de la orientacién; ver por ejemplo C. Ferraris, [1]; en estos casos las t.r. de ellos abarcan también a las
transformaciones pseudo-rigidas de nosotros. Nuestra definicién concuerda con la de Puig Adam, [2].

2. Simetria deslizante

Definiciones.

e Una t.r. u se llama simetria deslizante si existe un par (a, 3) — donde 3 es uno de los semiplanos
cuyo borde incluye a la semirrecta a—, tal que u(a) estd incluida en a y u(3) es el semiplano opuesto
del 8. (Debemos exigir ademds u(a) # a para que esta p no sea una simetria axial).

—
e Dados dos puntos Ry R/, distintos, de un plano =, se llama simetria deslizante, en 7, de eje RR’ y
—
que lleva R a R’ a la t.r. que transforma a la semirrecta RR' en la semirrecta opuesta de la 'Ry a

—
uno de los semiplanos de 7 de borde RR’ en el semiplano opuesto.

—
Simetria deslizante de eje RR’ y
que lleva R a R’

o
W {u(ﬁ) = R'R"

o/ pwla) = o

Expresiéon de una simetria deslizante como composicién de otras t.r.

Proposicién. Sea p la simetria deslizante definida mds arriba a partir de R, R’ y 7; T la traslacién que

—
envia R a R y o la simetria azial de eje RR'. Sea R" tal que R’ estd entre R y R". Se cumple que el
eje de o es estable en T y

(i) p=oor, (1)) pn=r1oo.

Ademds o y T son las unicas que, teniendo eje de o estable en T, cumplen (i) o (ii).

101
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Demostracion.

e Posibilidad de la descomposicion e Como tanto u, como co7 y 7oo son t.r. inversas en 7, basta
verificar que las tres t.r. actian del mismo modo sobre una semirrecta:

Y ol Y o ol o ol S Y] o ol
w(RR)Y=R'R", o(r(RR"))=0(R'R")=R'R", 7(c(RR"))=7(RR")=RR

Nota. Senalamos que no siempre una simetria axial y una traslacién conmutan; pero si lo hacen en
este caso en que las guias de la traslacion son paralelas al eje de la simetria.
e Unicidad de la descomposiciéon e Surge de los hechos siguientes:

o Cualquier composicién de simetria axial y traslacién de guias paralelas al eje de simetria tiene, como
recta estable, al eje de la simetria.

>
o La recta RR’ es la tnica recta de 7 estable en p. (A uno de los semiplanos de m de borde esa recta
le corresponde el opuesto, y a uno de los semiespacios de borde 7 le corresponde el opuesto.)

Es decir que o es tnica. Y 7 también es tnica ya que de

p=Tooa,

se despeja
Tzuoofl = [oo.

La proposicién justifica hablar del eje de la simetria deslizante y también hablar de la simetria axial
y de la traslacién que son componentes de la simetria deslizante.
Como consecuencia inmediata de la definicién o de la proposicién anterior podemos enunciar:

Propiedades de las simetrias deslizantes

Sea u la simetria deslizante en las condiciones de la definicién anterior. Sean « y o’ los semiplanos

— . .
opuestos de borde r = RR’ incluidos en 7.
(a). El plano 7 es estable en p, y p es una t.r. inversa en .

(b). La imagen por u de cualquier semiplano de borde r es el semiplano opuesto. Y todos los planos que
incluyen a r son estables

En consecuencia el plano 7 no juega un papel importante: Podemos obviar el mencionar a m al

hablar de pu.
(c). No hay puntos fijos en p.
(d). El eje de la simetria deslizante es la inica recta estable en p.

(e). El eje es el lugar geométrico de los puntos medios de los segmentos determinados por pares de
puntos correspondientes en

B’ A’

A B " c

Figuras correspondientes en
la simetria deslizante de:
F’ eje r que lleva R a R’.

3. Movimiento helicoidal

Definiremos un tipo de t.r. que, segun verificaremos posteriormente, incluye a cualquier otra t.r.:
el movimiento helicoidal. Se define como composiciéon de una rotacion y una traslacién en determinadas
condiciones. Y gracias a la proposicion siguiente, el orden en que se realice la composicién serd irrelevante.

Proposiciéon. Una rotacion de eje e y una traslacion de guias paralelas a e conmutan.
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Demostracién. La traslacién 7 enviard un punto O de e a otro punto de e, O’. Sea O” otro punto tal
que O’ esté entre O y O”. Sea o un semiplano de borde e y o/ = p(«). Tanto « como o’ son estables en
T asi que se cumple:

{p(T(o_o" )= p(0'0") = 00" {T(p(oo' ) = 7(00)) = 00"
p(r(@)) = pla) = a

Por lo tanto poT =70 p. u

Definiciones. Dados una recta e, dos puntos O y O’ de e, y dos semirrectas a y b de origen O incluidas en
el plano 7, perpendicular a e por O, se llama movimiento helicoidal o transformacién helicoidal de
T

eje e y dngulo orientado ab , (con vértice en O), a la composicién de la rotacién de dngulo orientado
—

ab con la traslagié\n que envia O a O’. A la recta e se le llama eje del movimiento helicoidal, y al
angulo orientado ab , angulo orientado del movimiento helicoidal.

—
Hablaremos de movimiento helicoidal propiamente dicho si O # O’ y el dngulo ab no es ni nulo
ni llano.

Se deja como ejercicio justificar:

Proposicion. En relacion a la definicion anterior, si el dngulo /ab\ es nulo, p es una traslacion. Si
es llano, entonces p coincide con la simetria deslizante de eje e que envia O a O'. Por otro lado, si la
traslacion fuera nula, la t.r. coincidiria con una rotacion. Y si tanto la rotacién como la traslacion fueran
nulas, la t.r. se reduciria a la identidad.

Proposicion. Si cierta t.r. se puede expresar como composicion de una rotacion pgp con una traslacion
Toor, tales que el eje de la rotacion es estable en la traslacion, entonces también se puede expresar como
la composicion, en el otro orden, de ambas t.r.

TOO’ © Pab = Pab © TOO’

Demostracion. La proposicién es trivial si la rotacion o la traslacién es la identidad. Supongamos que
ambas son distintas de la identidad. El eje de la rotacién sera perpendicular al plano detewado por a

y b. No se pierde generalidad si suponemos que O es precisamente el vértice del angulo ab . O € ey
también O’ € e. Es decir ¢ = OO,
Sea « el semiplano de borde e que incluye a la semirrecta a y 3 el semiplano de borde e que incluye a la
semirrecta b.
Sea O tal que O’ estd entre O y O”. Veamos como actiian las composiciones dadas sobre una semirrecta
de e y el semiplano « de borde e. se cumple:

— —
e p(00") =00"; pla) =4

— —_—
o 7(00") =00" 1(a)=0a; 7(8) =0,

porque ambos semiplanos tienen por borde una guia de la traslacién.

Por lo tanto,

{(TOO, 6 pay)(00) = 100/ (00') = 0’0" {(pab 0 700 )(00) = pup(0'0" = 0’0"
(Too’ © pas)(a) = 100/ (B) = B (pab © TOO" ) (@) = pap(a) = 3

Asi que pap © T0Or = TOO’ © Pab- =

Antes de estudiar las propiedades de esta t.r. nos serd tutil analizar la existencia y unicidad de una
recta perpendicular comun a dos rectas alabeadas. El problema tiene aplicaciones por si mismo ya que el
segmento de perpendicular comtn que se apoya en las dos rectas alabeadas es menor que cualquier otro
segmento que se apoye en ambas rectas.

4. Perpendicular comuin a dos rectas
Sabemos que con dos rectas a y b distintas, puede ocurrir una y sélo una de estas tres situaciones:

(a). a || b. Cualquier recta del plano perpendicular a la primera es perpendicular a la segunda. Y ninguna
recta no coplanar con a y b puede ser concurrente con ambas. Es decir tenemos infinitas rectas que
son perpendiculares a ambas rectas, todas ellas coplanares y paralelas entre si.
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(b). a y b secantes en P. Ninguna recta del plano 7 determinado por a y b es perpendicular a ambas.
Pero si hay exactamente una recta, no coplanar con ellas, que es perpendicular a a y b: la recta que
pasa por P y es perpendicular al plano 7.

(¢). a y b alabeadas. Podemos considerar una paralela a b, b’ por un punto H de a. Resultard b # a.
Sea h la recta perpendicular a las rectas a y ' por H. Y v el plano determinado por a y h. Con
seguridad b’ no estd incluida en -, pues de otro modo, en ese plano habria dos rectas perpendiculares
a h por A, la aylab'. Entonces, b no es paralela a v, y existird un punto B tal que {B} =y nNb.

—
Sea A el pie de la perpendicular desde B a a. Naturalmente, A también pertenece a 7. La recta AB
es perpendicular tanto a @ como a b. Si bien hay muchas rectas ortogonales simultdneamente a las

— —
rectas a y b, todas ellas paralelas a AB, la tnica que ademds es concurrente con ambas es la AB.

Hea
b ||b, Hel
plano a:
aCa, b Ca
hla Heh
plano ~:

— \\ b aCy, hCy
\\\\\:3:2;7 {B}=~nb
— —
)% BAHh’ AGCL, al AB LD
h

Proposicién. El segmento AB de perpendicular comin a dos rectas a y b es menor que cualquier otro

A'B’, con A' €a, B'€ By AB # A'B’.

Demostracion. Sea « el plano por A perpendicular a AB y [ el plano por B perpendicular a AB.
Sucedera que

—>
alABLpB, aca, bCB, o8

Sea A’ un punto cualquiera de a, B’ un punto cualquiera de b, ¢ la recta por A paralela a by C el pie de
la perpendicular desde B’ a . Seguramente C € c.

A
e Si A=A, serd B # B'. El triangulo ABB’ es rectangulo en B por lo que su hipotenusa es mayor que
cualquiera de sus catetos. Entonces, AB’ > AB.

a

A

A
e Si A’ # A también deberd ser A’ # C. (Si podria ocurrir que B’ = By C' = A). El tridngulo A'C'B’
es rectangulo en C' por lo que A’B" > CB’. Ademas AB = C'B’ pues son segmentos correspondientes
en la traslacién 74¢. Asi que A’B’ > AB. =

Proposicion. La composicion de dos simetrias aziales de ejes alabeados es un movimiento helicoidal
cuyo eje es la recta perpendicular comin a los ejes de las simetrias componentes.

Demostracion. Esa perpendicular comiin es una recta estable en la composicion, y el orden de los puntos
en ella es preservado por ese movimiento helicoidal.
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Propiedades del movimiento helicoidal

La mayoria de las propiedades siguientes son de demostraciéon inmediata; se dejan como ejercicio. Sea
T
1 el movimiento helicoidal correspondiente a una rotacién de eje e y angulo orientado ab no nulo ni

>
llano, de vértice O y a la traslacién T7oos, con O # O', y e = OO'. Sea 7 el plano perpendicular a e por
O. Incluiréd tanto a a como a b.

(a). A cada plano perpendicular al eje, por ejemplo a w, le corresponde uno distinto también perpendi-
cular al eje. En consecuencia no hay puntos fijos en .

(b). La recta e es estable en p.

—
(¢c). Ningin semiplano de borde e es estable en u. (Recordar que hemos pedido que ab no sea nulo).

—
(d). Ningin semiplano de borde e se transforma en su opuesto. (Recordar que hemos pedido que ab
no sea llano).

—~
)
~

. Ningun plano que incluya a e es estable en p. Es consecuencia de las tres anteriores.

—
—
—

. Ningun plano es estable en p.

Demostracion. Un plano estable no puede incluir a e por el inciso anterior. Queda por analizar y
descartar los dos casos siguientes:
e Caso de un posible plano estable, 7 paralelo a e que no contiene a ¢ o

v eje de giro: e = OO0'.
—
e angulo orientado de giro: ab C 7 con vértice O.
plano mrtal que O € w L e
plano 7’ tal que O’ e ' Le

O 1" v
i< ¢ punto C' tal que C € v, oC L ~y
' ! / ’ e
punto C” tal que C"' € v, O'C" L~

c=vyNm, d=ynn
< >
Resulta OC Le¢, O'C'L/¢

c 7 eYalwraYalll
a‘7\ C/@lqueOC_OC y
T_b C C'OC" es otro dngulo orientado que define

‘ al mismo giro.

Se cumple:
1#(0) = par(100/(0)) = pap(0") = O’
1(C) = pas(to0/ (C)) = pap(C") = C”

Si v fuera estable en 1 deberia ser

ple)=pu(ynm)=ynna' =¢,

es decir C” € ¢; eso es absurdo pues el cateto O’C’ no puede ser congruente con lo que seria
hipotenusa O’'C"'.

e Caso de un posible plano estable v, secante con e. e ~y e secortaran en un punto, llamémos-

le M (No estd ilustrado). Entonces

u(M) € peny) = ple) N p(y) =enp(y).

Si fuera ~y estable en u, el punto M resultaria fijo, lo cual contradiria que no hay puntos fijos en
M. =

(g). No hay ninguna recta distinta de e que sea estable en pu.

Demostracion. Sea r una recta cualquiera distinta de e. Si suponemos que 7 es estable, llegaremos

a un absurdo: Si r fuera estable,

e si e y r son coplanares, entonces el plano que incluye a ambas rectas seria estable y ya vimos en
el inciso (f) que no hay ninguno.

e si son alabeadas entonces existirin £ € e y R € r tales que ER es el tinico segmento de per-
pendicular comtn a r y a s. Por la u se transformaria en segmento de perpendicular comin a
ambas rectas, distinto del anterior, porque no hay puntos fijos: u(ER) = E’R’. Y sabemos que
para rectas alabeadas hay exactamente un segmento de perpendicular comin. =
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5. Restricciones y extensiones de transformaciones biyectivas.

Cada vez que se tiene una transformacion biyectiva u de €2 y un conjunto X estable tanto en y como
en 1~ ', es posible restringir dominio y codominio a X para obtener una transformacién biyectiva de X,
1, que recibe el nombre de restricciéon de p a X. Ademds decimos que p es una extensién de u'. Por
cada t.b. pu de Q para la que X es estable hay exactamente una restriccién de pu, p/, a X'. En cambio, una
' t.b. de X, podria tener mas de una extensién a una t.b. de todo .

Por ejemplo, cualquier rotacién de eje r tiene a r como recta estable; més aun, como todos los puntos
del eje son fijos, la restriccion de cualquiera de esas rotaciones, a r, es la funcién identidad. Pero hay
infinitas rotaciones de eje 7, asi que hay infinitos modos de extender la identidad en r a una t.r. de todo
el espacio.

Sin embargo, para las t.r. de €2 en las que cierto plano 7 es estable, sucede algo muy especial: Dada
una restriccion de una de esas t.r. a 7, hay muchas extensiones a transformaciones biyectivas de todo €;
pero hay exactamente una de ellas que es también transformacién rigida de todo el espacio.

Llamaremos transformacién rigida de un plano 7 a la restriccién a 7 de una t.r. que sea estable
en .

Haremos un resumen sobre las t.r. de un plano 7. Es decir sobre las restricciones a 7w de las t.r. de 2
para las que 7 es estable.

6. Todas las transformaciones rigidas de un plano 7

Resumimos en la tabla IX.1 la identificaciéon de una t.r. de 7 a partir del conocimiento de si es directa
o inversa y de una semirrecta y su imagen.

Los casos de la tabla correspondientes a t.r. directas han sido justificados anteriormente. Veremos ahora
la justificacién de los casos de t.r. inversas.

Lema. Sea p una t.r. inversa en w. Entonces existe exactamente una recta de m, llamémosla r, estable
en u, y tal que p preserva el orden de los puntos de r.

Demostracion. Sea A cualquier punto de 7, y A" = u(A).

e Si A= A’, sabemos que p es una simetria axial cuyo eje r pasa por A; y ese eje tiene todos sus puntos
fijos, por lo que u preserva el orden para r.

e Si A # A’, utilizaremos una t.r. auxiliar o; para llevar esta situacién desconocida al caso anterior:
Llamamos o) a la simetria central, en w, de centro M, punto medio de AA’; y o a la composicién de
@y op. Se cumple:

0 = 0O U, ,u:(UM)floJ:aMoa

o es una t.r. inversa; y tiene un punto fijo que es A ya que:
o(A) = on(p(A)) = om(A) = A

Entonces o es una simetria axial cuyo eje pasa por A. Llamemos e a su eje. (Concretamente, si a’ = o(a)
—

y a’' =op(a'), e es la recta que incluye a la bisectriz de aa’ ). Sea r la recta de 7 perpendicular a e
por M. r cumple lo pedido, pues es estable tanto en oj; como en o; y como ambas invierten el orden
para r, su composicién preserva dicho orden.

w(r) = (omoo)(r) =om(o(r)) =om(r)=r
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Cuadro IX.1: Dados una semirrecta a de origen A y una semirrecta a’ de origen A’ incluidas en 7, existe
exactamente una t.r. directa, 1 , y otra t.r. inversa, p en las que n(a) = a’ y p(a) = o

CONDICIONES DE DATOS DIR./INV. | IDENTIFICACION (en )
A=A a| o yde Directa | Identidad
igual sentido (a=a’) Inversa Simetria axial; su eje incluye a a
ala yde Directa Simetria central, en 7; su centro es A
dist. sentido Inversa Simetria axial; su eje es perpendicular
aapor A
afla’ Directa Rotacién; centro A y dngulo aa’
Inversa Simetria axial; su eje incluye a la bi-
T

sectriz de aa’

A#£ A a| o yde Directa | Traslacién; lleva A a A’
B
b= AA igual sentido als Inversa Simetria axial; su eje es mediatriz de
AA
I . , . .
b =AA ats Simetria deslizante; su eje es paralelo
a a y pasa por punto medio de AA’;
lleva A a A’
> . . ’
s=AA a| o yde Directa Simetria central, en m; su centro es

punto medio de AA’

sentido contrario | aUad' = s Inversa Simetria axial; su eje es mediatriz de
AA
aUa # s Simetria deslizante; su eje es perpen-

dicular a a, y pasa por punto medio
de AA’ (Ver pég. 107)

alfa Directa Rotacién. (Ver pag. 88)
ab = a't/ Inversa Simetria axial; su eje es mediatriz de
AA
ab # 'V Simetria deslizante (ver pag. 107)

Proposicién. (Sobre simetria deslizante) Sea p una t.r. inversa en w. Entonces u se expresa, de
modo unico, como composicion, en cualquier orden, de una simetria axial de eje r y una traslacion en la
que T es estable.

Demostracion. Por el lema anterior existird una recta r estable en u y tal que u preserva su orden. Sea
o, la simetria axial de eje r y 7 la composiciéon de p y o,.. Se cumple:

T =0y 0 U, ‘LL:(O'T)iloT:O'TOT
También r es estable en 7 puesto que lo es en p y en o,.
7(r) = (or o p)(r) = or(u(r)) = o(r) =r

Como 7 es composicién de dos t.r. inversas en 7, resulta 7 directa en 7. Tanto g como 7 preservan el
orden para r, asi que lo mismo hace 7. Entonces 7 es una traslacion y la composicién pedida es

H=0,0T

e Si 7 es una traslacién no nula entonces p es una simetria deslizante y como 7 tiene guias paralelas a
r, o, y T son las correspondientes simetria y traslacién componentes, que ya sabemos son tnicos (Ver
pdg. 102); y permiten expresar:

W =0,0T =TO0O,

e Si 7 es la traslacién nula, u = o, y todos los puntos de 7 son fijos. Y ninguna otra composicién de una
simetria axial con una traslacién no nula de guias paralelas al eje tendra puntos fijos. =
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Las simetrias axiales generan todas las t.r de un plano
Teorema. Cualquier t.r. de w se puede expresar como composicion de, a lo sumo, tres simetrias azxiales.

Demostracion.
Simetria central de centro O: Se puede expresar como composicién de dos simetrias axiales de ejes
perpendiculares y concurrentes en O.
Traslacion que envia A a B, con A # B: Sea M el punto medio de AB, a y m perpendiculares, en
“—
w, a AB, a por el punto A y m por M. La traslacién dada se expresa como o,, o0 g, con o, y o, las
simetrias axiales de ejes a y m respectivamente.
’ ’, — . — .
Rotacién de angulo orientado ab , centro en el vértice de ab : Sea m la recta que incluye a
—

la bisectriz de ab . La rotacién dada se expresa como o, © 0, con g, y 0, las simetrias axiales de
ejes la recta que incluye a a y m respectivamente.
Simetria deslizante: Es una composicién de una traslacién no identidad (que se consigue con dos
simetrias axiales) y una simetria axial. En total, tres simetrias axiales.
Nota. Si se permite que los ejes de las rotaciones no pertenezcan al plano 7 es posible obtener
una simetria deslizante como composiciéon de dos simetrias con ejes ortogonales al eje de la simetria
deslizante

7. Todas las t.r. del espacio

Recordamos que, en este curso, todas las t.r. preservan la orientacion del espacio. Veamos que ya
hemos estudiado todas las posibles t.r. del espacio.

Lema. (De la recta estable con orden preservado) Dada cualquier t.r. u, existe al menos una rec-
ta e estable en u tal que p preserva el orden en e.

Demostracién. Sea A un punto, A’ = u(A) y p la t.r. dada por:
p=Tan op. Tendremos: pn = (Tara) ' op=Taa op.
Se cumple
p(A) = (Tara o p)(A) = Tara(p(A)) = Tara(4A') = 4,
es decir que, por el lema de la pag 91, p es una rotacién cuyo eje r (un unico posible eje si p no es la

identidad) pasa por A.
Asi que podemos sacar conclusiones sobre p, a partir de las caracteristicas de p en relaciéon con A y A’:

e Si p es la rotacién identidad, entonces p coincide con la traslacién g = 744/, por lo que habré infinitas
—>
rectas estables en pu, todas paralelas a AA’, cuyo orden es preservado por u. Y reciprocamente, si u es
una traslacion la p resultante es la identidad.

e Si pno eslarotacién identidad, sea 7 el plano por A perpendicular a 7, y 7’ el plano por A’ perpendicular
ar. Sim#n, sea € el semiespacio de borde m que incluye a 7’ y € el semiespacio de borde 7’ que no
incluye a 7. Si m = 7/, sea € uno de los semiespacios de borde 7 y ¢ = e.

Resultard 7 || 7’; esos planos son estables en p; y p directa en esos planos. Y lo mismo vale para p ya
que:
() = Tan (p(m)) = Tan (m) = 7', ple) = Tan(ple)) = Taar(e) = €
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——
Sea A” el pie de la perpendicular desde A’ sobre r. Seguro que A” € ©' y r = AA”. En la traslacién
Tar A, la recta r y todas sus paralelas son estables. Sea

o =Tanaopu Entonces = (Tara) top =Taam0p.

p(m) = Tana(p(n)) = Tana(n’) =m,  p'(e) = Tana(ule)) = Tara(e) =€

Entonces 7 es estable en p’, y p’ es directa en 7. Por lo tanto p’, que no puede ser una traslacién, pues
si no también lo serfa p, serd una rotacién cuyo eje e cumplird e L pi y por lo tanto e || r.

e es la recta buscada pues es estable en p,
p(e) = Taar(p'(e)) = Taan(e) =e,
y como tanto 744~ como p’ preservan el orden de e, también lo hace y. »

Teorema. (Cualquier t.r. es un movimiento helicoidal) Cualquier t.r. se puede expresar como
composicion, en cualquier orden, de una rotacion y una traslacion; y hay una recta de puntos fijos en la
rotacion—eje de la rotacion—que es estable en la traslacion.

Demostracion.

e Posibilidad de la descomposicion: e Sea p una t.r. y e una recta estable en u tal que u preserva
el orden de e. (La existencia de tal e estd asegurada por el lema anterior).

Sea O € ey O = pu(O) € e. Sea

P =TO'0O O W, de donde o= (TO/O)il Op=To0'°p
La recta e es estable en 7o/ y tiene todos sus puntos fijos en p. Y ya sabemos que rotacién y traslacion
en esas condiciones conmutan.

e Unicidad de la descomposicién: e Seay=71op=por

o Si hay mas de una recta de puntos fijos en u, u tiene que ser la identidad. Y la unica posibilidad
para rotacion y traslacién que sean una inversa de la otra es que ambas coincidan con la identidad:
rotacion nula, de eje cualquiera, y traslacién nula.

o Si s6lo hay una recta de puntos fijos, esa es el eje de la rotacion. La traslaciéon queda determinada
por un punto del eje O y su imagen O’ = p(O): sélo una 7 es posible. Y p se despeja de = 70 p,
también es Unica. =

8. Resumen sobre transformaciones rigidas y elementos fijos o
estables
= Con tres puntos no alineados fijos: todos los puntos seran fijos: identidad.
= Con todos los puntos de una recta (recta e) fijos y nada més que ellos.
e Con todas las rectas perpendiculares a e estables, ademds de la misma e: simetria axial de
eje e. (simetria central en los planos perpendiculares a ¢).
e Con ninguna recta, aparte de la e, que sea estable: rotacién de eje e y angulo no nulo ni

Ilano.

= Con sélo un punto fijo o sélo dos puntos fijos no hay ninguna t.r.: si hay un punto fijo, habra toda
una recta de puntos fijos.

= Con ningun punto fijo: Siempre habra al menos una recta e estable.
e Con toda una familia de rectas paralelas estables: traslacién cuyas guias son las rectas
estables
e Con una tnica recta estable:

o con todos los planos que incluyen a e estables: simetria deslizante de eje esa recta.

o con ningun plano estable: transformacién helicoidal propiamente dicha, con eje
esa recta.
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9. Transformaciones pseudo-rigidas del espacio

Introduccién

Si observamos en un espejo la imagen de un objeto “geométrico” aceptaremos sin dificultad que los
segmentos y angulos del objeto tienen por imagenes segmentos y dngulos congruentes con los primeros.
;Podré aceptarse que el objeto y su imagen sean correspondientes en una t.r.? La respuesta es, casi
siempre, negativa:

Si miramos a un espejo de modo que sélo veamos en €l la imagen de nuestra mano derecha, esa imagen
va a parecerse muchisimo a nuestra mano izquierda: no nos costaria mucho imaginar que en lugar de estar
mirando en un espejo, sea nuestra propia mano izquierda la que estd detras del “vidrio”. Sin embargo, la
orientacion indicada con los dedos pulgar indice y medio de la mano derecha es contraria a la indicada
por los mismos dedos de la mano izquierda. Como las t.r. preservan la orientacién del espacio, no puede
haber ninguna t.r. que transforme una mano derecha en una izquierda.

Las iméagenes producidas por un espejo sugieren estudiar otras transformaciones biyectivas, a las
que se les exigird todo lo que cumplen las rigidas con excepcion de la preservacién de la orientacion del
espacio. Ejemplos de estas transformaciones serdan, naturalmente, las propias t.r. Pero también tendremos
simetrias especulares que nos servirdn, desde el punto de vista practico, para estudiar relaciones entre
objetos y sus imagenes producidas por espejos “perfectos”.

Cuando se usa mas de un espejo, cada objeto produce una imagen al reflejarse en cada uno de los
espejos. Pero ademds, cada imagen es un objeto que se refleja nuevamente .... De modo que puede
pensarse que algunas imégenes son el resultado de la composicion de varias transformaciones.

Supongamos que pintamos nuestra mejilla derecha con un lunar. Si nos miramos a un espejo, el
lunar de la imagen aparecerd también a nuestra derecha. En cambio cualquier otra persona que nos mire
directamente, verd nuestro lunar de nuestra derecha a su izquierda. Es decir que los deméas no nos ven a
nosotros como nosotros mismos nos vemos en un espejo.

Podemos vernos como los demdas nos ven, si nos miramos “simultdneamente” en un par de espejos
perpendiculares. Y es que en ese caso estamos viendo el resultado de la composicién de dos simetrias
especulares, que si es una t.r.

Vale la pena hacer la experiencia aun sin ningin lunar agregado: descubriremos asi las faltas de
simetria de nuestro rostro (j si es que hay algunal)

Definicién. Llamamos transformacién pseudo-rigida del espacio a cualquier transformacion biyec-
tiva del espacio que preserve la alineacién, la relacion estar entre, y tal que transforme a cada segmento
en otro respectivamente congruente. Este tipo /de\transformaciones también va a transformar dngulos

en otros congruentes ya que si el dngulo es el ABC, dado por tres puntos no alineados A, B y C, las
imdgenes de los puntos por la transformacién, A’, B’ y C’ determinan la imagen del d4ngulo; se cumple:

AB=A'B', BC=BC(C, CA=CA.

N AN
Asi que, por el caso L-L-L de congruencia de tridngulos, ABC = A’B’C’ y en consecuencia,
T T
ABC =A'B'C".

Es decir que, lo tnico que le exigimos a una t.r. que no le exigimos a una transformacion pseudo-
rigida es la preservacion de la orientacion del espacio. En lo que sigue abreviaremos “transformacion
pseudo-rigida” o transformaciones pseudo-rigidas” por “t.sr.”

Es facil convencerse de que una t.sr. queda determinada dando los siguientes tres objetos y sus
respectivas imagenes:

= una semirrecta.
= un semiplano de borde esa semirrecta, es decir de borde la recta que incluye a la semirrecta.
= un semiespacio de borde ese semiplano, es decir de borde el plano que incluye al semiplano.

Ya que un plano determina dos semiespacios, dando un par semirrecta, semiplano de borde la semi-
rrecta, @ y a y un par semirrecta semiplano de borde la semirrecta, a’ y o/, existe exactamente una t.r.
o t.sr. directa del espacio, p1, en la que puq(a) = o' y p1(a) = o'; y existe exactamente una t.sr. inversa
en el plano, ps, en la que po(a) =a’ y po(a) = o’'.

Cuando « y o son coplanares, en un plano 7, el plano resulta estable tanto en p; como en ps. Y las
restricciones de p1 y pe al plano m coinciden. Y ambas transformaciones son directas en 7 o ambas son
inversas en 7.

Si la terna dada semirrecta, semiplano, semiespacio, y la terna imagen de ella indican la misma
orientacion para el espacio, entonces la t.sr. es también una t.r. Diremos que la t.sr. es directa en el
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espacio. Cuando indican orientaciones contrarias la t.sr. no es una t.r. Diremos que la t.sr. invierte la
orientacién o que es inversa en el espacio.

Naturalmente la composicién de dos transformaciones pseudo-rigidas es siempre una t.sr; y en parti-
cular, la composicién de dos t.sr. inversas en el espacio es una t.r.

Todas las t.r. son ejemplos de transformaciones pseudo-rigidas, pero el reciproco no es cierto como
veremos a continuacion.
Nota. Algunos autores, llaman t.r. a cualquier pseudo-rigida y luego distinguen las t.r. que preservan
la orientacion del espacio de las que la invierten.

Simetria central en el espacio

Se llama simetria central del espacio de centro O a la transformacién u que transforma O en O
y a cualquier otro punto ) en Q' tal que O es punto medio de QQ’.

Es facil convencerse de que la simetria central en el espacio es una transformacion biyectiva, involutiva,
en la que todas las rectas que pasan por O son estables, y todos los planos que pasan por O son estables.

Su restriccién a cualquier plano ™ que contenga a O coincide con la restriccién de la simetria central,
en 7, de centro O. En consecuencia, como tres puntos alineados cualesquiera del espacio y O siempre
son coplanares, p preserva la alineacién y la relacién estar entre, y transforma segmentos en segmentos
congruentes.

La simetria central en el espacio no preserva la orientacién del espacio sino que la invierte:

Sean a, by c tres semirrectas no coplanares de igual origen O, y pensemos en la orientacién indicada
por esa terna de semirrectas. Si en esa terna sustituimos dos de las semirrectas por sus opuestas, la
orientacién indicada por ellas no cambia. Pero si cambia esa orientacién si sustituimos a una o a las tres
de las semirrectas por sus opuestas. Entonces la orientacién indicada por tres semirrectas y la indicada
por sus imagenes en la simetria central de todo el espacio no es la misma; es decir que la simetria central
de todo el espacio no preserva la orientacién del espacio, y por lo tanto no es una transformacion rigida.

Simetria especular o reflexion

Dado un plano 7 se llama simetria especular o reflexion respecto de 7 a una transformacién que
deja fijo cada punto de 7 y a cualquier otro punto () que no pertenezca a 7 lo transforma en Q' tal que
el plano 7 es mediatriz del segmento QQ’.

Es facil verificar que la simetria especular o, respecto de un plano 7 se puede expresar como compo-
sicién, en cualquier orden de una simetria axial o, y de una simetria central oo de todo el espacio, donde
O es un punto cualquiera de 7 y e es la recta perpendicular a 7w por O.

Y/I
X e
o
XI
T ‘ X/I

l

Y/

Por lo tanto es una transformacién pseudo-rigida que invierte la orientacién, y no es una t.r.

También la simetria especular es una transformacion involutiva.

El calificativo de “especular” se debe a que esta transformacion es la que permite relacionar a un
objeto con su imagen, en relacién a un espejo plano que ocupe una porcién del plano 7.

Sabemos que cualquier t.r. admite al menos una recta estable. Para las t.sr. inversas podemos asegurar
la existencia de algtin plano estable.

Lema. (1 - de las t.sr. inversas) Cualquier t.sr. que invierte la orientacidn tiene al menos un plano
estable.

Demostracion. Sea p la t.sr. que invierte la orientacion.
En esta demostracién utilizaremos t.sr. auxiliares que también invierten la orientacién del espacio. Al
componerlas con u, obtendremos t.sr. que preservan la orientaciéon. Es decir, obtendremos t.r.
Sea A€ Qy B=pu(A).
e Si A= B : e Sea oy lasimetria central en el espacio de centro A y p la t.r. composicién de p con o 4.
Se cumple que
p=oaop, p=(0a)top=0a0p,
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y también
p(A) = (040 p)(A) = oa(1(A)) = 0a(4) = A.

Es decir que p, que es una t.r. con A como punto fijo, es una rotacién cuyo eje pasa por A. Sea e el
eje de esta rotacién p, 7 el plano por A perpendicular a e, y o, la reflexién respecto del plano 7. Se
cumple

u(r) = (0.4 0 p)(r) = aalp(m)) = oalm) = .
Es decir que 7 es estable en pu.

e Si A+ DB : e Sea 7 el plano mediatriz de AB; 7 pasa por el punto medio M del segmento. Sea o la
reflexién respecto de 7, y p la composicién de p con o,. Se cumple que

p=orop, p=(ox)"'op=o0ro0p,

y también
p(A) = (ox o p)(A) = o= (u(A)) = ox(B) = A.

Es decir que p, que es una t.r. con A como punto fijo, es una rotacién cuyo eje pasa por A. Sea e el eje
de esa rotacién.

e Siel|m: e entonces el plano 7’ que pasa por M y es perpendicular a e es también perpendicular
a 7 por lo cual:
u(m') = (ox 0 p)(n') = o= (p(n)) = o (x') = 7.
Asi que 7’ es estable en .

e Si effr : e Existird un punto P tal que
{P}=mne,  pP)=(ox0p)(P)=0x(p(P)) =0x(P)=P.
Asi que P es un punto fijo de p. Podemos utilizar el caso anterior llamando A a P. =

Lema. (2 - Sobre las t.sr. inversas) Si yu es una t.sr. inversa en el espacio en la que © es un plano
estable, entonces existe una t.r. n (n se lee “eta”) en la que también es  estable, tal que, llamando o, a
la simetria especular respecto de w, se cumple:

HW=0r0N=100x.
Demostracion. Para que se satisfaga la primera de las igualdades anteriores debemos definir

n= (Uﬂ)_l O = Ox O3
Con eso es suficiente para que se cumpla p = o, on; sélo queda por probar que u = noo,, lo que equivale
a mostrar que ambas t.b. actiian del mismo modo sobre cualquier punto de 2. A esos efectos es muy
importante verificar que el plano 7 es estable no s6lo en  sino también en o, y en 7.

e Si X €, por la definicién de 7, y porque X' = u(X) € m, se cumple que

Por lo tanto,
ox(N(X)) = o (X)) = u(X);  nlox(X)) =n(X) = p(X).

Es decir las restricciones de p y de n al plano 7 coinciden. Ademds, por ser i una t.sr. inversa en el
espacio y la 77 una directa en el espacio, resultard que las imagenes del semiespacio € por y y por n son
semiespacios opuestos.

e SiY ¢ 7, llamemos € al semiespacio de borde 7 que contiene a Y; X al pie de la perpendicular desde
Y am; y Z al simétrico de Y respecto del plano , es decir, Z = 0,(Y). Llamemos ademds:

Y =uY) | Y =n(Y)
X' = p(X) | X = X' = n(X)
7' =u(z) | z"=n2)

e Como las t.sr. preservan la alineacién, la relacién estar entre y transforman segmentos en otros con-
gruentes, y X es el punto medio de Y Z ocurrird también que X" = X'’ serd punto medio de Y Z".
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e Como las t.sr. ademés de lo anterior preservan la perpendicularidad
a partir de Y X 1 7, llegamos, trabajando con u a:

YX' Lx, YX =YX, Y €upul)
y trabajando con 7 a:

Y'X' Lx, Y'X'=YX, Y"ene);
Resultard que X’ también es punto medio de Y'Y, con 7 plano mediatriz de Y'Y”. Es decir Y e Y’
son correspondientes en o, y por lo tanto Y/ = Z”. Por lo tanto:

o (n(Y)) = 0n(Y") = V'
noa(Y)) =n(2) = 2" =Y

Asi que para cualquier punto Y fuera de 7w también vale que

ox(n(Y)) =n(ox(Y))
porloque pu =001 =n0;.n

Teorema. Cualquier t.sr. u que invierte la orientacion del espacio es una composicion, en cualquier
orden, de una reflexion o, respecto de un plano 7 estable en p y una t.r. 1 directa en 7.

Demostracién. Por el tiltimo lema, hay al menos un plano 7’ estable en u. Y por el primero de los lemas,
se puede expresar
p=oron =n ooy
e Si u es directa en 7’ : e Entonces también 7’ lo es y 7’ =7 y n = 1’ cumplen lo pedido.
e Si i1 es inversa en 7’ : e Encontraremos otro plano m, perpendicular a 7, que también es estable en
1y otra t.r. nn que satisfacen lo pedido.
Por ser 7/’ inversa en 7', existird una recta r, C 7’ en la que 7’ es estable; y el orden en r es preservado.
También serd estable esa recta, y su orden preservado, en o.. Sea 7 el plano perpendicular a 7’ que
incluye a r,. m serd estable tanto en 1 como en .. Por lo tanto,

p(m) = on(n (m)) = op(m) = .
Es decir también 7 es estable en p. Y veremos que p es directa en
Sea r una semirrecta incluida en r,, 7' = p(r). Se cumplird también ' C (r), y r y v’ de igual sentido
Sea € uno de los semiespacios de borde 7’ y € el semiespacio opuesto. Sea (3 el semiplano de borde 7,
tal que B C e. Como p es una t.sr. inversa en el espacio, e inversa en 7’ deberd ocurrir p(e) = e. En
consecuencia p(3) C e, es decir p(3) = (. Por lo tanto u es directa en 7. u

Clasificacion de las transformaciones pseudo rigidas inversas

A las t.sr. inversas en el espacio podemos clasificarlas de acuerdo a las caracteristicas de la t.r. n que
aparece en el teorema anterior.
M= 0r 01,
con 7 estable en u y o, simetria especular o reflexién respecto de 7.

= 7 es la identidad: p es una reflexion respecto del plano .
= 7 es una traslaciéon no nula de trazas paralelas a m: Llamaremos a p reflexién deslizante.

= 7 es una rotacién no nula, tendra su eje perpendicular a 7: Llamaremos a u reflexion rotante.

10. Clasificacién de las transformaciones pseudo rigidas

identidad
traslacién no nula
rotaciéon de dngulo no nulo ni llano
simetria axial
simetria deslizante
transformaciones pseudo-rigidas movimiento helicoidal propiamente dicho
reflexién
reflexién deslizante
t.sr. inversas { reflexién rotante de dngulo no llano
simetria central en el espacio
o reflexién rotante de angulo llano

t.sr directas, o t.r.
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Cuadro IX.2: Elementos estables en t.sr.

TRANSFORMACIONES RIGIDAS o PSEUDO-RIGIDAS DIRECTAS

Identificacién Puntos Rectas estables Planos estables

fijos Se preserva su orden Se preserva su orientacién
Identidad Todos Todas SI | Todos SI
Traslacién no nula, guia d | Ninguno Las paralelas a d SI | Los paralelos a d SI
Rotaciéon no nula ni de | Los de la e SI | Los perpendiculares a | SI
angulo llano, eje e recta e e
Rotacion de angulo llano, | Los de e Las perpendiculares a | NO | Los perpendiculares a | SI
eje e. Simetria de eje e. e (ortogonales y con- e
Simetria central en planos currentes)

perpendiculares a e

Los que incluyen a e | NO

Movimiento helicoidal de | Ninguno e SI | Ninguno

eje e y angulo no nulo ni

llano

Movimiento helicoidal de | Ninguno e SI | Los que incluyen a e | NO

eje e y angulo llano; si-
metria deslizante en pla-
nos que incluyen a e

TRANSFORMACIONES PSEUDO-RIGIDAS INVERSAS

Identificacién Puntos Rectas estables Planos estables

fijos Se preserva su orden Se preserva su orientacién
Reflexién  respecto de | Los de w Las de 7 SI T SI
plano m
Reflexién deslizante res- | Ninguno Las de 7 paralelasa d | SI T SI

pecto de 7, direccién d

Los perpendiculares a | NO
7 y paralelos a d

Reflexién rotante respecto | Punto O recta e NO | Plano 7 SI
de m de eje e,{O} = 7w Nee,
angulo no llano

Reflexién rotante respecto (@) Las que pasan por O | NO | Los que pasan por O SI
de m de eje e,{0O} = N
e, angulo llano. Simetria
central, en el espacio, de
centro O




Capitulo X

Homotecias y Semejanzas

1. Introduccion

Multiplicando segmentos por un racional

Ya le hemos dado un significado a que un segmento sea suma de otros dos; o a que un segmento sea
menor que otro. (Ver pags. 55, 52).

Podemos definir también qué se entiende porque un segmento sea k-veces otro, donde k es un nimero
racional.

Definiciones. Sea k un nimero racional positivo. Diremos que el segmento AB es k-veces el segmento
CD si se cumple:

e para k = 0, AB es un segmento nulo, es decir A = B.

e parak=1, AB=CD

e parak=n € N, conn > 1, AB es suma de n veces el segmento CD.

para k =1/n,conn € Nyn > 1, CD es suma de n veces el segmento AB.

para k = m/n, con m,n € N, m > 1 y n > 1, existe un segmento EF tal que

C_—D es suma de n veces E__F
AB es suma de m veces EF

Frecuentemente sustituimos la expresién k-veces por otras: por ejemplo,

= para k = 2 por doble;

= para k = 3 por triple;

= para k = 1/2 por mitad; para k = 1/3 por tercera parte;

= para k = 1/n, con n natural, n-ava parte o o n-ésima parte;

= si sabemos que un segmento es n veces otro, con n cualquier niimero natural, podemos decir que el
primer segmento es multiplo del segundo, y que el segundo segmento es submiultiplo del primero.

Se cumple que
Si AB es ki-veces CD,
y CD es ko-veces EF

entonces AB es (kiks)-veces  EF.

Si CD es ki-veces PQ,
EF es ko-veces PQ,

y AB es suma de CDyEF,
entonces AB es (k; + kg)-veces PQ.

Dado un segmento y un racional positivo, es posible encontrar otros segmentos que sean k-veces el primero.
Y todos los que lo cumplan serdn congruentes entre si.

115
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Miiltiplos de un segmento

Usando reiteradamente el transporte de segmentos, es posible obtener un segmento que sea suma de
n veces otro para cualquier n natural, tal como sugiere la ilustraciéon siguiente para n = 5.

&B XOQ lcg &04 &05
/ / / / !

AC5 es suma de 5 veces AB

©

si BCy, = AB Y AC5 es suma de AB Yy BC,, entonces ACy es suma de AB Y AB, es decir es suma de
dos veces AB.

y si para algin i natural, AC; es suma de i veces AB y AC;y1 es suma de AC; y AB entonces ACi;1
es suma de i+ 1 veces AB.

2.

Proyeccion paralela

Definicién. Dadas las rectas coplanares en m, r, s y d, con r ld y s J|d, se llama proyeccién de r sobre s,
paralela a d, a una aplicacién o funcién que asigna a cada punto P de r un punto P’ de la recta s que se
obtiene cortando la paralela a d por P con s.

En la ilustracidén, se ha llamado A’ a la imagen de A, B’ a la imagen de B, etc.

Propiedades de la proyecciéon paralela

Algunas propiedades de la proyeccién de r sobre s paralela a d, en las condiciones dadas en la definicién:

(a).
(b).

Es biyectiva

Se preserva la relacion estar entre: Si B estd entre A y C, todos ellos de la recta r entonces, con sus
imdgenes en la proyeccidn, también se cumple que B’ estd entre A’ y C’. Sean a, by c las paralelas
a d por A, By C respectivamente. Como bNa=0ybNc=0, Ay A’ estdn a un mismo lado de
b,y C y C' estdn a un mismo lado de b; entonces, como A y C estan a distinto lado de b también
estardn a distinto lado de b, A" y C".

. Se preserva el que un punto sea punto medio de un segmento. Sea M punto medio de AB, y M’ la

proyeccién de M. Por la propiedad anterior, seguramente M’ € A’B’.

e Si s fuera paralela a r tendriamos AM = A’M’ y MB = M’B’, con lo que concluirfamos M’ es
punto medio de A’B’.

N A
e si s){r: sea s’ la paralela a s por M; A” € s Nay B” € s’ Nb. Los tridngulos AA"M y BB"M
resultan congruentes por el criterio A-I-A, ya que:

T — ——  —
A" AM=B" BMpor ser alternos internos respecto de las rectas paralelas AA” y BB” y la
transversal AB.
S T
AM A"=BM B"por ser opuestos por el vértice.
AM = M B, por hipétesis.
Por lo tanto, A”M = M B".
Como s’ || s, también A”M = A’M’, B"M = B'M".
En consecuencia, A’M’ = B'M’.

En ambos casos, M’ es punto medio de A’B’.
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Divisién de un segmento en varios congruentes

Dado un segmento es posible, usando transporte de segmentos y rectas paralelas, “partir” el segmento
en varios congruentes, y encontrar, de ese modo, submuiiltiplos del segmento dado.

Dividir un segmento AB en n partes, con n un natural mayor que 1, significa determinar puntos Hy,
Hy, ..., H,_1 tales que junto con Hy = A y H, = B cumplan:

HileiEHiHiJrl; para z:l,,n—l

El segmento AH; serd una n-ésima parte del segmento AB.
Veamos como conseguir esos puntos. (La ilustracién siguiente muestra la construccién para n = 5)
Se elige una semirrecta de origen A, no colineal con AB, y un punto K, de esa semirrecta que sea
distinto de A. Se transporta el segmento AK; n — 1 veces mas, como sugiere la figura, obteniéndose K,

..., K. Las paralelas a K,, B que pasan por los puntos K;, para ¢ entre 1 y n — 1, cortan al segmento
AB en los puntos k; deseados:

AHl = H1H2 = H2H3 = H3H4 = H4B

La justificacién de que los puntos H; cumplen lo deseado se puede hacer aplicando la propiedad (c) de la
proyeccién paralela definida anteriormente: Como K es el punto medio de AK»5, también serd H; punto
medio de AH>, etc.

Construccién de segmento k-veces otro, con k racional positivo

Se consigue combinando adecuadamente (jy frecuentemente hay varios modos igualmente simples!),
los dos métodos anteriores.

Por ejemplo para conseguir un segmento RS que sea 5/3-veces un segmento dado M N, podemos
aplicar directamente la definicién, que equivale a utilizar que 5/3 =5-(1/3), o que 5/3 = (1/3) - 5, o0 que
5/3 =1+ 2/3. Se ha ilustrado como conseguir uno congruente con RS, utilizando la tltima expresién.

. { N
M N H

MH que es 5/3-veces el segmento M N

Medida de segmentos

El arte de medir longitudes de segmentos se ha desarrollado desde hace més de veinte siglos. El objetivo
de medir segmentos es asignar un nimero a cada uno de los segmentos, de modo que se cumplan algunas
propiedades. Por ejemplo, los segmentos congruentes deben recibir el mismo nimero; un segmento menor
(pdg. 52) que otro deberd recibir, como medida, un nimero menor que el otro; si un segmento es suma
(pag. 55) de otros dos, debe recibir como medida la suma de las medidas de los otros dos.
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Parece posible elegir un segmento no nulo OU, con O # U, al que llamarfamos segmento unidad
medida, y si otro segmento es k-veces el segmento unidad asignar el ntimero k£ como medida de ese
segmento.

Todas las medidas de segmentos serfan positivas (o nula para el segmento nulo).

Se entiende, rdpidamente, que los ntimeros naturales no alcanzan para asignar medidas a todos los
segmentos, ya que el natural n sélo se puede asignar a los segmentos que son suma de n veces el segmento
unidad. Se acepta que, dado un segmento cualquiera, aunque no haya ningin n que sirva como medida de
ese segmento, al menos habrd algiin n tal que un segmento que sea suma de n veces el segmento unidad,
sea mayor que el segmento dado. (Propiedad de Arquimedes); asi que para cualquier segmento podremos
encontrar un entero positivo m tal que el segmento dado sea mayor o igual que uno que es m veces el
segmento unidad, y es menor que otro que es m + 1 veces el segmento unidad.

Los nimeros fraccionarios ayudan bastante para mejorar la situacién: a muchisimos segmentos po-
dremos asignarles una medida; quizéas a suficientes segmentos para muchas aplicaciones; sin embargo con
esto no cubriremos a todos los segmentos: por ejemplo, se justifica que ningin racional sirve como medida
de un segmento que sea diagonal de un cuadrado de lado congruente al segmento unidad (necesitarfamos
el irracional v/2).

Sistemas de abscisas racionales

Con la posibilidad de medir muchos aunque no todos los segmentos, podemos elegir como unidad un
segmento de extremos O y U, con O # U y asignarle a algunos, muchisimos, puntos P de la semirrecta

abierta C(>)_l7 un racional positivo, que llamaremos abscisa de P; concretamente si sucede que OP es
k-veces el segmento unidad, entonces le asignamos como abscisa a P el nimero k, que serd positivo. Y
a algunos, muchisimos puntos @) de la semirrecta abierta opuesta un racional negativo; la abscisa de Q;
concretamente si OQ es k-veces el segmento unidad, entonces le asignamos a @ como abscisa el racional
negativo —k. Al punto O le asignamos abscisa 0. En la ilustracién hemos destacado algunos puntos
indicando la abscisa correspondiente.

Ur
Q 0] U P Aproximadamente:
— 9o 9o 0o 90 90 90 0 0 0 0 0 060 p:5,7
-3¢ -2 -1 03 1 3 2 3 4 5 D6 g=-25

Llamando U; al punto de abscisa i, se cumple:
= UU; coincide con U.
s OU; es suma de OU y OUj, con U entre O y Us.
» OUs es suma de OUy y OUy, con Us entre Uy y Us.
» y en general, OU; o es suma de OU; 1, y OU, con U; entre U;_1 y U;41, parai =2,3,....

» OU; = OU es suma de dos veces el segmento OU%, con U% entre Oy U.
= O es punto medio del segmento U_1U = U_1U;; es punto medio de U_sUs y en general de U_,U,.

En cada segmento de la recta W hay infinitos puntos que reciben una abscisa; por ejemplo, al dividir
el segmento OU en n partes obtenemos n — 1 puntos interiores de ese segmento con abscisa 1/n, 2/n, ...,
(n —1)/n; y n puede tomarse arbitrariamente grande. Pero se comprueba (ya los matemdticos griegos
de la antigiiedad lo hicieron) que en esas condiciones quedan puntos a los que no se les ha asignado una
abscisa; por ejemplo el P tal que OP sea congruente con la diagonal de un cuadrado construido sobre
OU. Los griegos decian que el lado y la diagonal de un cuadrado son “inconmensurables”.

Para algunas aplicaciones puede no ser importante conocer las medidas exactas de los segmentos;
supongamos que se quiere construir un cuadrado, de 1 dm de lado, con una de sus diagonales incorporadas;

141

y se quiere hacer la construccién con varillas de madera; el saber que la diagonal mide mas de 155 dm
142

y menos de {55 dm, seréd suficiente para la construccién; ni siquiera se podria sacar provecho de saber
‘e : . ; 1414 1415
mucho mas; por ejemplo saber que mide mds de 155; dm y menos de {555 dm.
Sin embargo, para los estudios tedricos, e incluso para la etapa de diseno de las aplicaciones, es muy
conveniente pensar que es posible asignarle una medida a cualquier segmento, y que esa medida sera un

niimero real positivo. Por ejemplo la diagonal mencionada recibird como medida el irracional v/2.
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Los axiomas aceptados en el curso hasta el momento, no nos permiten asegurar la posibilidad de medir
a cualquier segmento; ni siquiera nos permiten asegurar la mencionada propiedad de Arquimedes, que
nos ayudaria a conseguir buenas aproximaciones a la medida de los segmentos.

Remediaremos esta cuestién adoptando un ltimo axioma, que llamaremos de continuidad, y que
establece una conexién sumamente importante entre el espacio geométrico y los nimeros reales.

Nota. Los ntimeros reales pueden ser “construidos” o “definidos” a partir de los niimeros naturales sin
hacer referencia en absoluto a los puntos de una recta, aunque, seguramente, los puntos de una recta
sirvieron de inspiracién a los matemaéticos para hacer esa construccion. Para este curso supondremos que
conocemos “bien” a los niimeros reales, por lo que incorporar el axioma de continuidad serd de mucha
utilidad.

3. Sistemas de abscisas reales. Longitudes, distancias

Axioma 12 (Continuidad) Dados dos puntos distintos O y U, existe una tnica correspondencia bi-

>
yectiva entre el conjunto de puntos de la recta OU y el conjunto de los nimeros reales que cumple las
siguientes condiciones:

n Al punto O le corresponde el real 0.
n Al punto U le corresponde el real 1.

= La correspondencia preserva la relacion estar entre; es decir a un punto que estd entre otros dos
puntos dados le corresponde un real que estd entre los reales correspondientes a los dos puntos
dados.

s Al punto medio de un segmento le corresponde la semisuma de los reales correspondientes a los
extremos del segmento.

0 U P M Q
0 1 p ete q

Definicién. Dados dos puntos O y U, la funcién cuya existencia esta asegurada por el axioma anterior,
se llama sistema de abscisas asociado al par ordenado (O, U). El punto O se llama punto origen
y el punto U se llama punto unidad.

Nota. Se suele usar nombres como ”x”, 7y”,” z” para este tipo de funciones. No confundir este uso de
esas letras con el mas habitual en el que representan incégnitas, niimeros reales . ..

gy >
LLamando x al sistema de abscisas asociado a OU, = es una funcién con dominio OU y codominio

R:z: OU — R. Se cumple:
e 2(0)=0;z(U)=1;
e Si R € PQ,entonces, z(P) <z(R) <x(Q) o z(P)>x(R) > x(Q)

e Si M es punto medio de PQ , entonces, z(M) =1/2(z(P) + x(Q)) .

Como consecuencia inmediata del axioma tenemos:

. O — . . oy . .
» Todos los puntos de la semirrecta OU tienen abscisas positivas; y todos los de la semirrecta opuesta
tienen abscisas negativas.

s Six(A) = —x(B) entonces O es punto medio de AB.

Cada sistema de abscisas se puede ilustrar mediante una escala de medidas: como la de pag. 118: una
recta con varios de su puntos destacados, entre ellos el punto origen y el punto unidad; y cada uno de
esos puntos va acompanado de la indicacién de su abscisa. El nombre “escala de medidas” se refiere a
que, segun veremos, sirven para visualizar la medida de los segmentos.

Desde el punto de vista practico, las reglas graduadas muestran, en parte, un sistema de abscisas. No
nos preocupa, por ahora, cémo pueden fabricarse esas reglas.

Lema. (Generacién de otros sistemas de abscisas) Dado un sistema de abscisas x asociado al par
(O,U), con O,U puntos distintos de una recta r, y dos reales a y b, con b # 0, la funcidn z con dominio
la recta r y codominio R, dada por

2(p) =218 (1)

es un sistema de abscisas.
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Demostracion.

e Se verifica que z preserva la relacién estar entre ya que = lo hace; pues si P, estd entre Py y P y se
cumple que, por ejemplo,

,T(Pl) < ,T(Pg) <$(P3)
sumando a a todos los miembros: z(P)+a< z(P)4+a <z(P3)+a
dividiendo por b,

o sib>0: Z(Pl)+a< 2(Pe) +a <:1:(P3)+a,
b b b
es decir: z(P) < 2(Py) < z(Ps)

« siv<p: Hta aP)ta >I(P3)+a,
b b b
es decir: z(Py) > z2(Py) > z(Ps)

por lo que, en cualquiera de los casos, z(P;) estard entre z(Py) y z(Ps).
e También la funcién z cumple con la propiedad de los puntos medios, gracias a que x lo hace:
Si M es punto medio de AB, con A, B € r, se cumplird

(M) +a
b
(x(A)+z(B))+a
b
z(A) + z(B) + 2a
2b
1 (x(A)+a x(B)+a
§< b b >
1

= SGA) +2(B)

z(M) =

N =

e Existe un punto O’ tal que z(O’) = 0: basta buscar el punto O’ tal que 2(0’) = —a. También existe
un punto U’ tal que z(U’) = 1; basta buscar el punto U’ tal que z(U’) = b — a. Tales puntos O" y U’
existen pues x es sobreyectiva.

e 2 es una funcién biyectiva gracias a que x lo es.

Entonces z es el sistema de abscisas en el que el punto origen es O’ y punto unidad es U’. (Por el axioma
de continuidad hay una tinica funcién en esas condiciones).

n
Teorema. (Cambio de sistema de abscisas) Sean O, U, Q y V puntos alineados, con O U y Q #
V; sea x el sistema de abscisas correspondiente a (O,U); y sea y el sistema de abscisas correspondiente

a (Q,V). Entonces para todo punto P de la recta <O_U) se cumple:

Q)

=) —2(Q) ®

Demostracién. Sea x : O(—>U — R, el sistema de abscisas asociado a (O,U), y seay : <Q_1)/ — R, el sistema
de abscisas asociado a (@, V).

Y 0 1

Q v
_— e
@) U
T 0 =(q) 1 z(v)
e Utilizamos (1) con a = —x(Q) y b = (V) — 2(Q) para obtener un nuevo sistema de abscisas, z:
A(P) = :E(Pi +a
_ x(P)—2(Q)

S ()
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Las abscisas calculadas con la funcién z valen 0 y 1, respectivamente, en los puntos Q y V:

 a@ - (@)
Q= )

z(V) —2(Q)

Asi que, por el axioma de continuidad de pag. 119, las funciones z e y coincidirdn en todos los puntos;
es decir, se cumple (2) para cualquier punto P. a

Definiciones. (Longitudes. Distancias). Sea x el sistema de abscisas asociado a (O,U), con O y U
puntos distintos.

e Dado un segmento PQ. Llamaremos longitud de PQ o medida de PQ o distancia entre P y Q

y la denotaremos con |PQ| o simplemente |PQ)|, a x(H), donde H € oU y OH = PQ. La longitud de
los segmentos nulos es 0.

En otras palabras, la longitud del segmento PQ es la abscisa del punto H que se obtiene al transportar
PQ a la semirrecta OU.

En la practica, si tenemos una regla graduada, movemos la regla hasta que su borde graduado “incluya”
al segmento que se quiere medir, con el punto origen de la regla coincidiendo con P; la longitud de PQ
se “lee” en la graduacién de la regla correspondiente al punto Q.

e Dados una recta r y un punto P se llama distancia de P a r a la longitud del segmento PH, donde

H es el pie de la perpendicular desde P hasta r. Para P € r, la distancia de P a r es 0.
Gracias a las propiedades de las t.r. y al axioma de continuidad se verifica:

= Dos segmentos congruentes cualesquiera tienen la misma longitud; en especial, cualquier segmento
congruente con OU tendrd longitud 1.

= Si H tiene abscisa positiva, es decir si (H) > 0, entonces, cualquier segmento congruente con
OH tendrd longitud x(H). Y si H tiene abscisa negativa, es decir si x(H) < 0, entonces, cualquier
segmento congruente con OH tendrd longitud —x(H). Es decir para cualquier punto H de la recta

>
OU se cumple que
|OH| = |z(H))|

(Podemos calcular |ABJ, para puntos A y B alineados con O y U, a partir las abscisas de A y B? La
respuesta es si.

Proposicién. Sea x el sistema de abscisas asociado a (O,U) y sean A,B € W,- entonces |AB| =

|(B) — z(A)].

Demostracién. Sea M punto medio de OB y o) la simetria central, en un plano que contenga a 27]), de
centro M; sea D = op(A). D € ouU.

M D B

O U

® .

o envia el segmento BA a OD. Por lo tanto,

|AB| = |OD] = |=(D)|

Como M es punto medio tanto del segmento OB como del AD, por el axioma de continuidad, se cumplird

%(x(o)H(B)) = %(:c(AH:v(D))
z(D) = xz(B)—xz(A)
|AB| = |2(B) —x(A)]

Se justifica facilmente, usando un sistema de abscisas adecuado, que

Corolario. Dado un segmento de longitud 1, un nimero real positivo b y una semirrecta a de origen A,
existe exactamente un punto B de la semirrecta a tal que el segmento AB tiene longitud b.

La correspondencia entre reales no negativos y longitudes de segmentos posibilita que simplifiquemos
nuestras expresiones y digamos por ejemplo “tridngulo de lados 3, 4 y 5”7 o “circunferencia de radio 8” en
cuenta de “triangulo cuyos lados tienen longitudes 3, 4 y 5”7 o “circunferencia con radio de longitud 8”.
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Las distancias dependen de la unidad de medida elegida

Ciertamente la longitud o medida de un segmento depende del sistema de abscisas que se utilice, la
cual se visualiza con una escala de medidas.

La imagen de cualquier “escala de medidas” por una t.r. es una escala que produce las mismas
longitudes. Es decir:

Sea x un sistema de abscisas asociado al par de puntos (O, U), puna t.r. y Ay B dos puntos. Entonces
la longitud de AB, medida en el sistema z asociado a (O,U), es la misma que la medida en el sistema de
abscisas asociado a (u(O), u(U)).

Pero si los segmentos OU y QV no son congruentes entonces la medida de un segmento PR, respecto
de OU que denotaremos |PR|57 v la medida del mismo segmento respecto de QV, que denotaremos con
|PR|Q—V seran numeros distintos; por ejemplo,

si OU > QV entonces |PR|g7 < |PRlgy-

Maés concretamente, se cumple:

Teorema. (Cambio de unidad de medida) Sean OU, QV y PR segmentos no nulos; entonces,

|PRlog
|PR|Q_V = ma |PRlg =

|PR|5v
|OU| 5w

Demostracion. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que O = @ y que OU = OV.
Sea x el sistema de abscisas asociado a (O,U), e y el asociado a (O, V). Sea H el punto de OU tal que
PR=OH.

R
f/‘
0 U 1% H
OVigy = (V)
|PRlgz = =(H)
|PRlgy = y(H)

por cambio de sistema de abscisas, (pag. 120):
a(H) —x(0)  x(H)

W) = ) = 2(0) ~ (V)
PRIy
PRioT = [0Vl

Naturalmente, si OU = QV entonces |PR|5y = |PR|57-

Proposicién. La longitud de un segmento suma de otros dos segmentos dados es la suma de las longitudes
de los segmentos dados.

Demostracion. Es suficiente que demostremos la propiedad para segmentos en las condiciones siguientes:
Sea x el sistema de abscisas asociado a (O,U); y supongamos que el segmento OC es suma de los
segmentos no nulos OA y OB, con O,U, A, B y C pertenecientes a la semirrecta 07; entonces ©(C) =
z(A) + z(B).

Las abscisas de A, B y C serdn positivas; y por definicién de suma de segmentos debe ocurrir que B, (y
también A, pero no nos importa ahora) estén entre O y C; es decir z(c) > x(b); con OA = BC.

Se han hecho dos ilustraciones; una con A entre O y B y otra con B entre O y A.
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O U A B C
0 1 z(A) x(B) z(C)
(0] U B A C
0 1 z(B) z(A) z(C)
ocl = [x(C) —2(0)] = =(C
|BC| = [x(C) —x(B)| = =(C) — =(B)
0A] = [2(A) —z(0)| = z(A)
OA = BC
|0A] = |BC|
z(A) = z(C)—=x(B)
z(A)+z(B) = z(C)
|OA| +|0B| = |0C]|

Corolario. Si un segmento es menor que otro, la longitud del primero es menor que la longitud del
segundo.

Unidades de medida

Para que sea de utilidad conocer el niimero que expresa la medida o longitud de un segmento, debe
conocerse cudl es el segmento unidad, es decir, el segmento respecto del cual se ha medido. (O bien un
segmento congruente con el segmento unidad).

Si en algunas situaciones no se menciona la unidad de medida, es porque se sobreentiende que todas
las medidas de longitud se han hecho con la misma, cualquiera sea ella.

Para muchas aplicaciones, sobre todo si intervienen otro tipo de magnitudes, es conveniente mencionar
la unidad utilizada del modo siguiente: junto con el niimero que mide la longitud o distancia, se indica por
ejemplo “cm”, “dm”, “km”, “pulgada”, con lo que se dan suficientes pistas acerca del segmento unidad.

D D’
o — |IDD'| =1dm, |CC’'|=1cm, |PP’'|=1 pulgada
C c’ P P’

Por ejemplo, para expresar 2 dm en pulgadas, sabiendo que 1 pulgada = 2.54 cm y que 1 dm=10 cm
se suele plantear:

10-em- 1 pulgada 2
= —— pulgada

2dm = 2 e S dem . 251

Teorema. (Proyeccién paralela de un sistema de abscisas) Sean r,s,d coplanares en 7 conr y s
no paralelas a d. Si O y U, puntos distintos de r, se proyectan sobre s en forma paralela a d, en O' y U’,
entonces el sistema de abscisas asociado a (O,U) se corresponde con el asociado a (O',U’) a través de
dicha proyeccion. Concretamente, llamemos = al sistema de abscisas asociado a (O,U); y al sistema de
abscisas asociado a (O',U"); P a un punto cualquiera de r; y P’ a su proyeccion sobre v paralela a d; se
cumplira z(P) = y(P').

Demostracion.
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r
d resulta p’ = p
s
Consideramos la funcién
z : s — R ,
P — z(P)

donde P es el tinico punto de r que se proyecta, paralelamente a d, sobre P’.
La funcidn z resulta biyectiva. Las propiedades anteriores permiten justificar que z coincide con el sistema
de abscisas asociado a (O',U’).

Valores proporcionales

Aunque es posible dar una definicién referida a magnitudes y no sélo a nimeros, para nuestro propdsito
es suficiente lo siguiente:

Definicién. Para n > 2, diremos que n nimeros reales s z1, 22, ..., Z,, SO0 proporcionales a otros n
ntmeros reales 21, 24, ..., 2, si los respectivos cocientes son iguales, es decir si

21 22 Zn

o P =

1 A2 “n

Teorema. (Teorema de Thales) Si dos rectas b y b’ se cortan por un sistema de rectas paralelas, las
longitudes de los segmentos determinados por los puntos de interseccion sobre una de ellas son propor-
cionales a las longitudes de los segmentos determinados por los puntos correspondientes de la otra.

No hay inconveniente en suprimir la mencién a las longitudes y hablar simplemente de segmentos pro-
porcionales: que nos referimos a sus longitudes se sobreentiende. Naturalmente todas las longitudes se
miden respecto del mismo segmento unitario; supongamos cierto OU. En las condiciones sugeridas por
la figura, el teorema asegura que:

IMN|sz  |RSlgg  |HRlgz  |TRlgg

IM'N'|l5z5  |R'S'lgz  |HR|sgz |T'R’

ro7sg ro7sg

low

Demostraremos el teorema justificando que esos cocientes tienen un valor independiente de cuéles son los
puntos de las rectas b y b’ involucrados. Para ello usaremos dos sistemas de abscisas, relacionados como
en el teorema anterior por proyeccién paralela a d: el sistema z asociado a (Q, V) y el sistema y asociado
a (Q', V'), con Q' y V' imdgenes de Q y V en la proyeccion.

Demostracion.
Por el teorema anterior, para cualquier Z € b y su imagen Z’ € b’ se cumple que z(Z) = y(Z').
Llamemos k = |QV |57 v ¥ = |Q"V'|55-
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Sean M y N dos puntos distintos cualesquiera de b y M’ y N’ sus imédgenes en la proyeccién. Se cumple:

|M Nz [2(N) — z(M))|
|M'N' |57 ly(N') —y(M")| = |2(N) — z(M))|
Por tanto
N,
y |MN|Q—V = |M’N’|Q/V/
Por otro lado,
oU
|M’N’|Q _ IM'N'5z  IM'N'lop
've T |Q/V/|W - k!
Entonces,
[MNlgz _ |M'N'|gm
k o K’
Es decir,
|MNlggz  _  k
|M/N/|W k/

Para cualquier otro par de segmentos correspondientes, por ejemplo RS y RS’ de la pentltima ilustracion,
habriamos obtenido el mismo valor k/k’.

Teorema. (De la paralela a lado de tridngulo) Cualquier recta del plano que contiene a un tridngu-
lo, que no pase por uno de sus vértices y sea paralela al lado opuesto al vértice, determina junto con las
rectas que incluyen a los otros lados, otro tridngulo cuyos lados son respectivamente proporcionales a los

A
del primer tridngulo. Concretamente, si el tridngulo es OPQ vy la recta es v, que no pasa por O cumple:
e g =
r|| PQ, rNOP =P, rNn0OQ =Q entonces,

oP _[oQ _ [P'Q|
0P| |0Q|  |PQ|

Demostracién. En el caso en que P = P’ y consecuentemente Q = )’ la demostracién es trivial; veamos
el otro caso.

No hay duda, gracias a la unicidad de la paralela, en cuanto a que 7, que es paralela al lado PQ tiene
que ser secante con las rectas que incluyen a los otros lados.

Hemos hecho tres ilustraciones pero para todas ellas vale la misma justificacién.

Debemos demostrar dos igualdades:
e Primera igualdad: e Sea s la paralela a r» por O. Por el teorema de Thales aplicado a las paralelas
r, Sy P<—Q) cortadas por las transversales OP y (O—Cj, podemos asegurar que:
opP] _ |OPF| 0P| _ |0Q|

= , de donde =
0Q  0Q'] lOP|  0Q

> <
e Segunda igualdad: e Sea t la paralela a OP por Q'; Q" tal que {Q"} = PQ Nt; y u la paralela a

> > <
t por Q. Aplicando el teorema de Thales a las paralelas t, u y OP, con las transversales OQ y PQ
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concluimos que:

PQL_IPQ' 0@ IPQ] P

0Q| — |0Q]” 0Q] — [PQ]  [|PQ]
La tltima igualdad porque P, Q”, Q" y P’ son vértices de un paralelogramo, por lo que que |PQ"| =
PQ

En consecuencia,

oP] _ |0Q] _ [P'Q|
OP]  |0Q|  |PQ|

4. Homotecia

A efectos de facilitar la comprensién del tema, definiremos por separado homotecia de razén positiva
y de razdén negativa. En esta seccién usaremos la letra griega n (ledse “eta”) para referirnos a cierta
homotecia.
Definicién. Homotecia de razén positiva:

Dado un punto O y un real & > 0 se llama homotecia de de centro O y razén k, a la funcién con
dominio y codominio 2 tal que:

n(0) =0,
y para cada punto P distinto de O, (3)

n(P)=P’, con P' tal que P’ € opP y |OP’| = k|OP]

Insistimos en que, si estamos escribiendo |OP|, |OP’|, estamos suponiendo que medimos ambos seg-
mentos respecto de cierta unidad de medida. Sin embargo, no importa cual sea esa unidad de medida: si
tomamos otra unidad, pero la misma para ambos miembros de la tltima expresién de (3), el P’ resultante
no cambia.

Ademés podemos escribir indistintamente

|OP'| = k|OP| obien |OP'|g5 = k.

Es decir, la medida del segmento OP’, respecto del segmento OP, es k.
Definicién. Homotecia de razon negativa:

Dado un punto O y un real £ < 0 se llama homotecia de centro O y razén k a la funcién con
dominio y codominio 2 tal que:

n(0) =0,
y para cada punto P distinto de O, (4)
—
n(P) = P’ ,con P’ tal que W,Op/sonopuesras y |OP'| = —k|OP]

Recordemos que k < 0, con lo que —k > 0.
Podemos escribir indistintamente

|OP'| = —k|OP| obien [OP'|55=—k

Es posible juntar las definiciones dadas, una para k > 0, y otra para k < 0, en una sola.
Definicién. Se llama homotecia de centro O y razén k, donde k es un real no nulo, a la funcién con
dominio y codominio €2 tal que

n(0) = 0,

y para cada punto P distinto de O, (5)
n(P) = P’, con P’ tal que:

si z es el sistema de abscisas asociado a (O, P),  entonces z(P’') =k

La condicién x(P’) = k, que se refiere a un sistema de abscisas asociado a (O, P) puede cambiarse,

utilizando un sistema de abscisas y asociado a (O,U) —con U cualquiera tal que OU = O0P— por

y(P) = ky(P) (6)

Con esa definicién, para cualquier k # 0, resulta, como debe ser:
. oy 7 . . . /
Para P # O, si k es positivo, OP = 0P ; en cambio si k es negativo, opP y OP’ son opuestas.
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Nota. En la justificacién del teorema de la paralela a lado de tridngulo (pag. 125), aparecen dos tridngulos
de los que ahora podremos decir

A A
OP'Q =1 (opcg)

con 7 una homotecia de centro O y cierta razén k. La primera de aquellas ilustraciones, corresponde a
un k > 1; la segunda a un 0 < k < 1 y la tercera a un —1 < k < 0. Este teorema permitira justificar
algunas propiedades de las homotecias.

Definicién. Diremos que dos conjuntos A y B son homotéticos si existe una homotecia que transforma

. hom
uno en el otro. Lo denotaremos mediante A = B.

Propiedades de las homotecias

Enunciaremos algunas propiedades de las homotecias indicando, cuando sea de interés, las claves de
la justificacion. Sea 7 la homotecia de centro O y razon k, con k real no nulo. Sea P un punto de §2 con

P # 0.
(a). n es una aplicacion biyectiva: su inversa es precisamente la homotecia de centro O y razdon 1/k.
(b). Para P # O, sea P' = n(P). Si k positivo OP' = OP; en cambio si k <0 OP y OP' son opuestas.

(¢c). Las rectas que pasan por O son estables en n. Si k > 0, el orden en esas rectas se preserva. Si
k <0, el orden se invierte.

(d). Si r es una recta entonces n(r) también es una recta y n(r) || r. Consecuentemente también la
imagen de cualquier plano es un plano paralelo.
Para r que pasa por O ya lo asegura el inciso anterior.

Para r que no pasa por O, usando el teorema de la paralela a lado de un tridngulo (pdg. 125),
podemos considerar dos puntos P y @ de r para formar un tridngulo. Si P’ = n(P), la paralela a

— , == .
PQ por P’ cortard a la recta O@) precisamente en Q’.

(e). La longitud del transformado de cualquier segmento es |k| multiplicado por la longitud del segmento
dado.

Para segmentos de una recta por O, por las propiedades de los sistemas de abscisas.

Para segmentos de una recta que no pase por O, por el teorema de la paralela a lado de un triangulo.

(f). Se preserva la relacion estar entre. Mds ain, si k > 0 a cada semirrecta le corresponde otra paralela
y de igual sentido; y si k < 0, a cada semirrecta le corresponde otra paralela de sentido contrario.
Para rectas por O, por el sistema de abscisas

Para rectas que no pasan por O, porque una semirrecta interior a un angulo corta a cualquier
segmento que se apoye en ambos lados del angulo.

(g). Todos los planos que pasan por O son estables en 1.Se preserva la orientacion de cada plano que
pasa por O.

(h). Sik >0, la orientacién del espacio se preserva; en cambio para k < 0 la orientacidn del espacio se
invierte. Es decir, la orientacidn dada al espacio por una terna adecuada de (semirrecta, semiplano,
semiespacio) y la dada por sus imdgenes en la homotecia, son iguales si k > 0 y contrarias si k < 0.

(i). Salvo que |k| = 1, hay segmentos a los que les corresponde una parte propia o al revés. Sean, por
ejemplo, P y @ puntos alineados con O punto medio de PQ. n(PQ) = P’'Q)’ también tiene por
punto medio a O. Si [k| > 1 entonces PQ C P'Q’ y PQ # PQ; y si [k| > 1 entonces P'Q’ C PQ y
P'Q # PQ.

(j). Un dngulo y su imagen por la homotecia son congruentes. Esos dngulos estdn formados por semi-

rrectas paralelas; ambas de igual sentido si £ > 0, y ambas de sentido contrario si k < 0.

(k). La inversa de una homotecia de razén k es también una homotecia de igual centro y razén k~*. La
composicion de homotecias de igual centro y razones k1 y ko es otra homotecia del mismo centro y
razon kike. En cambio la composicion de homotecias de centros O1 y O con O1 # O y razones

kl Yy kg N
o si kiko # 1, la composicion es una homotecia con centro distinto de O1 y de Os y razén kiks.

e si kiko =1, la composicion es una traslacion.
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Nota. Observamos que las homotecias cumplen todas las propiedades de las t.b. ya que son t.b.; y
cumplen muchas de las propiedades de las t.r.. Se deja como ejercicio para el lector distinguir entre las
propiedades de las t.r., dadas en el axioma de las t.r., cuales son véalidas para las homotecias y cuales no
lo son.

En particular, destacamos:

» Las homotecias de razén 1 coinciden con la transformacion identidad.

= Si 7 es una homotecia, y A, y B puntos cualesquiera del espacio, se cumple que:

0 (AB) =Bl 0 (TB) =AW, 0 (B) = WAE. e

Si |k| # 1 las homotecias de razén k no son t.r. por la propiedad (i).

= Una homotecia de razén -1 no es una t.r. por la propiedad (h): coinciden con la simetria central de
igual centro de todo el espacio, es decir es una transformacién pseudo-rigida.

= La restriccién de una homotecia de razén -1, a cada plano 7 que pasa por su centro, coincide con
la restriccion de la simetria central, en 7, de igual centro. Pero sobre los semiespacios abiertos de
borde ese plano 7 la homotecia y la simetria central, en 7, actiian en forma muy diferente: en la
homotecia esos semiespacios no son estables y en la simetria central en el plano si lo son. Més aun,
en esa homotecia sélo el centro es fijo mientras que en la simetria central en un plano tenemos toda
una recta, perpendicular al plano, de puntos fijos.

Figuras homotéticas:

A . F

imégenes de A, ..., F en
homotecia de centro O, y razon 2

Figuras homotéticas:
A F

imégenes de A,..., F en B A’
homotecia de centro O, y razon -2

Construccion de la imagen de una figura en una homotecia

Puede ser muy penoso construir las imagenes de cada uno de los puntos de una figura, aplicando
en forma independiente para cada uno de ellos la definicion de homotecia; y si la figura tiene infinitos
puntos, esta tarea no terminaria nunca!. Naturalmente alcanzara con encontrar las imagenes de los puntos
especiales. Suele ser suficiente aplicar la definicién para determinar la imagen de uno de los puntos, y
luego utilizar las propiedades de la homotecia, especialmente (¢) y (d) para determinar las imégenes de
los demés.

Por ejemplo, en cualquiera de las dos ilustraciones anteriores, luego de tener A’ = n(A), donde 7 es
una homotecia de centro O, sin importar si la razén es positiva o negativa, se obtiene B’ = n(B) como
punto interseccién de

> —
la recta OB y la recta paralela a AB que pasa por B’.

De manera similar se obtienen C’ = n(C'), D" = n(D), etc.
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5. Semejanza

Definiciones. Se llama semejanza de razén k, con k real no nulo, a cualquier transformacion biyectiva
que pueda expresarse como composicién de una homotecia de razén k y una t.r., o de una t.r. y una
homotecia de razén k. Si dos conjuntos A y B son correspondientes en una semejanza, se dicen conjuntos
semejantes. Lo indicaremos como A = B.

En una semejanza de razén k, la imagen de un segmento de longitud m es un segmento de longitud |k|m;
y la imagen de un dngulo es congruente con ese angulo.

Como la identidad es una t.r. y también es una homotecia de razén 1, podemos decir que cualquier
t.r. es también una semejanza de razén 1 y que cualquier homotecia de razén k es también una semejanza
de razom k.

La expresion de una semejanza o de razon k como composicién de homotecia de razén k y t.r. no
es unica. De hecho se puede elegir arbitrariamente el centro de la homotecia 1 de razén k y entonces
si quedan determinadas las t.r. puq y po tales que

O =p1 01 =10 i

Una homotecia y una t.r. sélo conmutan cuando el centro de la homotecia es un punto fijo de la t.r.

La inversa de una semejanza de razén k es una semejanza de razén 1/k. Y la composicién de semejanzas
de razones ki y ko es una semejanza de razon ki ko.

Cuando un plano es estable en una semejanza, puede preservarse o no la orientacién de ese plano, sin
que importe para ello que k sea positivo o negativo. Hablaremos de semejanza directa en ese plano
0 semejanza inversa en ese plano.

Se puede justificar que en cualquier semejanza de razén distinta de 1, en la que algtin plano sea estable,
existira, al menos, un punto de ese plano que es fijo en la semejanza. En esas condiciones la semejanza
serd una homotecia con ese centro o se podra expresar como composiciéon de una homotecia con ese centro
y una t.r.; la t.r. serd o bien una rotaciéon con el mismo centro, o bien una simetria axial con eje que pasa
por el centro.

Una semejanza queda determinada cuando se dan un par de puntos A, B y sus correspondientes A,

— —
B’; un semiplano « de borde AB y su correspondiente o/ de borde A’B’; y un semiespacio cuyo borde
inluya a « y su correspondiente con borde que incluya a «'. |

6. Triangulos semejantes

A AN
En esta seccién nos referiremos a tridngulos que llamaremos ABC y A’B’C’, analizando la posibilidad

de que exista una semejanza que transforme A en A’, B en B’ y C' en C’. Cuando exista tal semejanza
A . A
escribiremos ABC "= A’B'C’, 1o que implicard que existe cierto nimero real positivo k tal que:

A'B'| _ AT _|B'C
|[AB] — [JAC| — |BC| T

)

T T — — — —
A'B'C'=ABC, B'C'A'=BCA, C'A'B'=CAB
Veremos que, en varios casos, es suficiente que se cumplan algunas de esas condiciones para que exista
A

N
una semejanza que transforme el tridngulo ABC en el A'B'C’.

Criterios de semejanza de triangulos

Estudiaremos cuatro criterios de semejanza de triangulos a los que hemos dado nombres que recuerdan
el del criterio de congruencia de triangulos involucrado. Esquematizaremos las justificaciones mostrando

A A
c6mo conseguir un tridngulo auxiliar A” B”C”, congruente con el A’B’C’, y tal que haya una homotecia

N A
que transforme ABC en A”B”"C"”. Tendremos:

&, hom //A// " /A/ l &, sem /A/ !
ABC = A"B"C" = A'B'C’, porlotanto, ABC = A'B'C

Proposicién. (Criterio L-A-L) Si dos tridngulos tienen dos pares de lados proporcionales, y los dngu-
los comprendidos congruentes, entonces los tridngulos son semejantes. En simbolos:

sem

1! el o~ o~ A A
AB]_ AT C'A'B'=CAB, entonces ABC = A'B'C’

|AB|  |AC|’
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Demostracion.
C
!
C/I O
B
B/I
A A’

De (7) y por hipétesis,

De (7).
De (8) despejamos,
De (10),

Por hipétesis,

De (9) v (12),
L-A-L de cong., con (11) y (13),
De (7) y (14),
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71 es la homotecia de centro A

razén k = A5
PEERET 1A
B A" =n(A)=A,B"=n(B),y
" =n(C)
A hom 4
ABC = AB"C", con razén k (7)
|AB//| B |AO//| B |B//O//| B ki |A/B/| B |A/O/| (8)
|AB|  |AC|  |BC| 7 |AB|  |AC]|
" AB"=CAB 9)
|AB"| = |A'B'|, y |AC"|=|AC| (10)
A =AH, y ACT = AT (11)
CAB'=CAB (12)
C"AB"'=C'A'B’ (13)
N N
AB'C" = NB'C’ (14)
A sem A
ABC™Z A'B'C (15)

Proposicién. (Criterio A-A) Si dos tridngulos tienen dos dngulos respectivamente congruentes en-
tonces los tridngulos son semejantes. En simbolos:

— — — T A sem ZAN
Si CAB=C'A'B' y ABC=A'B'C" entonces ABC = A'B'C’

Demostracion.
A o
B 7 es la homotecia de centro A
" a é k |A/B/|
razén k =
C B / y [AB]
B A" =n(A)=A, B" =n(B) y
" " = 77(0)
A/
4 hom 4
ABC = AB"C", con razén k (16)
L . |ABI/| B |AC/I| B |B/IC/I| B B |A/BI|
De (16) y por hipétesis, AB] ~ [AC] ~ BC] k= AB] (17)
— — — —
De (16), C"AB"=CAB 'y AB"C"=ABC (18)
De (17) despejamos, |AB"| = |A'B'| (19)
De (19), AB" = A'B’ (20)
— — — —
Por hipétesis, C'A'B'=CAB 'y A'B'C'=ABC (21)
T T T T
De (18) y (21), C"AB"=C'A'B" y AB"C"=A"B'C’ (22)
A A
A-L-A de cong., con (20) y (22), AB"C" = A'B'C’ (23)

A sem A
De (16) y (23), ABC = A'B'C’ (24)
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Proposicién. (Criterio L-L-L) Si dos tridngulos tienen los tres lados respectivamente proporcionales,
entonces los tridngulos son semejantes. En simbolos:

Si

AB| |AC] BT

A sem A
entonces ABC = A'B'C’

Demostracion.

C

Cl/

BI/

De (25) y por hipdtesis,

De (26) despejamos,
De (27),

L-L-L de cong., con (28),
De (25) v (29),

|AB| ~ |JAC|  |BC|’

C' 71 es la homotecia de centro A
azén k A
razén k =
Y AB|
B A" =n(A)=A, B" =n(B),y
C" =n(C)
A/
4 hom 4
ABC = AB"C”, con razén k

|AB//| |AO//| |B//C//| |A/B/| |A/O/| |B/O/|
|[AB| ~ JAC| ~ |BC] [AB| ~ JAC| ~ |BC|
|ABI/| — |AIBI|, |AC”| _ |AIC/| y |Bllcl/| — |B/C/|
AB" =4, ACT=AC y BC"=BC

:k:

A A
AB"C" = A'B'C’

A sem A
ABC = A'B'C’

Proposicién. (Criterio L-L-A) Si dos tridngulos tienen dos pares de lados respectivamente proporcio-
nales y los dngulos que se oponen a los mayores de esos lados son congruentes, entonces los triangulos
son semejantes. (Si justo los pares de lados que se comparan son congruentes entre si, se puede elegir un
angulo cualquiera, en cada tridngulo, de los que se oponen a los lados que se comparan). En simbolos:

|A'B'| _|A'C T o TR~ A A sem 5,
AB] = AT ACB=A'C'B, y AB > AC entonces ABC = A'B'C
Demostracion.
nB/
C
ol c’ .
71 es la homotecia de centro B
razoén k = 4B
T VY]
A" =mn(A), B"=n(B)=B,y
R : ¢ = (C)
A B o

De (31) y por hipétesis,

De (32) despejamos,
Por hipétesis,
De (34), como k > 0,
De(33) y (35),

ZA hom 4
ABC = A"BC”, con razén k
|A//C//| B |A//B| B |BC//| B B |A/B/| B |A/C/|
ACT ~ JAB] ~ [BC] ~ "7 TaB] T Jac]
|A"B| =k|AB| y |A"C"|=Fk|AC|
AB > AC, esdecir |AB|> |AC|
k|AB| > k|AC)|

A7B > A7C7

31
32

33
34
35

)
)
)
)
)
36)

(
(
(
(
(
(
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De (32) despejamos, |A"B|=|A'B"| y JA"C"|=|A'C’| (37)
De (37), A'B=AB y ACT=AC (38)

T~ T
De (31), A"C"B=ACB (39)

T —

Por hipétesis, ACB=A'C'B’ (40)

T T
De (39) y (40), A"C"B=A'C'B' (41)

A A
L-A-L de cong., con (38), (41) y (36),  AB"C" = A'B'C’ (42)

sem

A AN
De (31), (42), ABC'Z A'B'C’ (43)

Teorema. (Pitdgoras) El cuadrado de la longitud de la hipotenusa es igual a la suma de los cuadrados
de las longitudes de los catetos.

A

B H C
Demostracién. Sea H el pie de la perpendicular desde A hasta BC. Quedan determinados dos tridngulos,

A
rectangulos en H, inversamente semejantes al tridngulo ABC:

A

o A BC U HBA

Notar que los vértices de cada tridngulo se han puesto cuidando el orden: los correspondientes angulos
son congruentes . ..

[HA| _ |AC] _ [HC

AB| ~ |BC| ~ [AC| del segundo y tercer miembro de la secuencia de

Por la primer semejanza:

igualdades:
|AC|? = |BC||HC| (44)
|AB| _|BC| |AC|

BB |BA|  |HA] del primer y segundo miembro:

Por la segunda semejanza:

|AB|? = |BC||HB| (45)

Sumando (44) y (45) obtenemos: |AB|? + |AC|?> = |BC||HB| + |BC||HC| = |BC|(|HB| + |HC|) =
|BC|%.
Observamos que hemos usado |HB|+|HC| = |BC| porque realmente se cumple que H estd entre By C.
Que eso sucede, se puede justificar por el absurdo: Si estuviera, por ejemplo C' entre B y H, aplicando
dos veces el primer teorema del dngulo exterior tendriamos

A

B [of H

T P i
AHC>ACH>CAB,

—
con lo que el dngulo C AB serfa agudo y no recto. =

A -
Teorema. Dado un tridngulo ABC, segun que el cuadrado de la longitud del lado BC' sea menor, igual

0_mayor que la suma de los cuadrados de las longitudes de los otros dos lados se tendrd que el dngulo

BAC serd, respectivamente, agudo, recto u obtuso.

Demostracion.
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» O

Independientemente de que el dngulo en A sea agudo, recto u obtuso, alguno de los otros dos dngulos
sera agudo. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que es agudo el angulo en B. Sea K el pie de la

perpendicular desde C' a BA. El angulo en A serd agudo si K estd entre B y A; recto si K = A y obtuso
si A estd entre By K.

A
El tridngulo K AC es rectdngulo en K por lo que
|AC|? = h? + n? (46)

T
e BAC agudo: e Llamemos n = |KA| >0y h =|CK]|. Se cumple que |AB| = |KB| + n, es decir que
|KB| = |AB| — n.

A
El KBC es rectangulo en K, por lo que
|BC|? = (|AB| — n)* + h* (47)

Despejando h? de (46) para sustituirlo en (47), y simplificando obtenemos:
|BC|? = |AB|? — 2|AB|n +n? + |AC|* — n? = |AB|* + |AC|? — 2|AB|n < |AB|? + |AC|?.

e BAC recto: s Por el teorema de Pitdgoras, |BC|*> = |AB|? + |AC|?.
. E/E’ obtuso: e Llamemos n = |KA| >0y h =|CK]|. Se cumple que |KB| = |AB| + n.
El K%C es rectdngulo en K, por lo que
|BC|* = (|AB| 4 n)* + h? (48)

Despejando h? de (46) para sustituirlo en (48), y simplificando obtenemos:
|BC|? = |AB]> + 2|AB|n+n® 4+ |AC|? — n® = |AB|® + |AC|* + 2|AB|n > |AB|* + |AC|*.

Una consecuencia inmediata:

A
Corolario. (Reciproco del teorema de Pitagoras ) Si en un tridngulo ABC se cumple |BC|? =
|AB|? 4+ |AC|?, entonces el tridngulo es rectdngulo en A.

Demostracién. De acuerdo al teorema anterior, sélo es posible, en las hipotesis del teorema, que el angulo
T
BAC sea recto. =

7. Algo pendiente sobre circunferencias

Ahora, gracias al axioma de continuidad y sus consecuencias podemos justificar que si una recta pasa
por un punto interior de una circunferencia entonces recta y circunferencia tienen dos puntos en comun.

Circunferencia de radio r
P pie de la perpendicular a la recta

condicién  puntos en comin con recta nombre

|OP| >r 0 puntos recta exterior
|OP|=r 1 punto recta tangente
|OP| < 0 puntos recta secante
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Ademas volvemos a obtener, en forma més simple, propiedades ya demostradas anteriormente.

Teorema. (Recta y circunferencia) Sea C una circunferencia del plano 7 de centro O y radior € Rt
sea s un recta de w, y P el pie de la perpendicular a s por O. Entonces la cantidad de puntos de la
interseccion de la circunferencia con la recta es:

(a). Un punto, si |OP| =r.
(b). Ningin punto, si |OP] > r.
(¢). Dos puntos, si 0 < |OP| <r.

Reciprocamente, si una circunferencia y una recta comparten evactamente 2, 1, o 0 puntos, entonces la
distancia de O a la recta serd respectivamente menor, igual o mayor que 7.

Se sugiere hacer figuras ilustrativas para cada uno de los tres casos.

Demostracion. Lo que caracteriza a los puntos de C es que su distancia a O es r.

Sea V un punto de la recta s tal que PV sea congruente con la unidad de medida. Consideremos el
sistema de abscisas asociado a (P, V). Cada punto X de la recta s tendré su abscisa que serd un nimero
real que denotaremos x; y por cada nimero real tendremos exactamente un punto de la recta s que lo
tiene como abscisa. En particular sélo el punto P tiene abscisa 0.

Se cumple que |PX| = |z|, y por Pitdgoras, tendremos:

|OX|? = |OP]* +|PX|* = |OP|* 4 |z|*> = |OP|? + 22

Es inmediato que |OX|?> > |OP|? por lo que también es [OX| > |OP|.
e Caso |OP|>r e También serd |OX| > r y todos los puntos de s serdn exteriores.

e Caso |OP|=r e Los puntos de s distintos de O tienen abscisa distinta de 0. Asi que para cualquier
X # P de la recta s tendremos

|OX|?> = |OP* + 22 > |OP|?>, de donde, |OX|>|OP]|.

P serd el tnico punto comin a s y C; los deméas puntos de s seran exteriores a la circunferencia.

e Caso |OP| <r e Siunpunto X de larecta s, pertenece también a C, su abscisa © deberd satisfacer:
|OP)? 4 2% =12
Como |OP| > 0 podremos asegurar que 2 > |OP|?, por lo que la ecuacién tiene dos soluciones:

T1=-a y mxz=a, con a=+/r?—|OP]*>>0.

es decir que existiran dos puntos de s en comun con la circunferencia: A; de abscisa negativa —a y Ao
de abscisa positiva a.

o——>O0
Para cada punto X del segmento A;As, con abscisa x se cumple:

—a< T <a (49)
lz| < a (50)
lz]* < a®*=7r*>—|OP]? (51)
OX|? = |OP]? + x> <r? (52)
OX| < r (53)
X es un punto interior a la circunferencia (54)

En forma similar se llega a que los puntos de s — A1 As son todos exteriores a la circunferencia. u



Capitulo XI

Longitud de la circunferencia

1. Llamado a la intuicion

Los conocimientos geométricos que hemos repasado ya en este curso nos permiten calcular y/o cons-
truir los perimetros de algunos poligonos regulares inscriptos y circunscriptos a una circunferencia dada.
Concretamente, no da mucho trabajo hacerlo para los de 3, 4, 6 y 8 lados.

En la figura siguiente, en la parte superior se indican pautas para ello, en especial para los poligonos
regulares de 8 lados; y en la inferior se han representado varios perimetros suponiendo que el radio de la
circunferencia sea 1.

Estamos denotando con p,, al perimetro del poligono regular inscripto de n lados; y con P, al perimetro
del poligono regular circunscripto de n lados.

= Para obtener el perimetro de los poligonos inscripto y c'ﬁgnscripto de 8 lados, partiendo de A y
H sobre la wnferencia de centro O, y radio 1, con HOA rec/to\7 B scire la circunferencia y la
bisectriz de HOAy y C sobre la tangente en A y la bisectriz de BOA. El AB es el lado del inscripto
de 8 lados y el AC es la mitad del lado del circunscripto. Transportando adecuadamente se obtienen
los segmentos ACs con longitud igual al perimetro del circunscripto y ADg con longitud igual al
inscripto.

= p4, pe ¥ ps corresponden a perimetros de poligonos regulares inscriptos de 4, 6 y 8 lados; Py, Fs y
Ps a los circunscriptos. Se dan los valores aproximados:

No. de lados | Inscripto | Circunscripto
n Pn P,
4 5.657 8
6 6 6.928
8 6.123 6.627

Es facil creer que al aumentar n se van a ir acercando p,, y P,,, siempre con p,, < P,,y que hay exactamente
un numero real que separa a los perimetros de los inscriptos de los perimetros de los circunscriptos. Ese
namero es el que, por definicién serd la longitud de la circunferencia de radio 1 y el doble del niimero
llamado 7.

En lo que sigue, formalizaremos un poco estas ideas, y para ello necesitaremos justificar algunas
propiedades relativas a poligonos (convexos) inscriptos o circunscriptos en circunferencias.

135
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Todos los poligonos de los que hablaremos en este tema seran los que hemos llamado en este curso
poligonos (convexos), es decir, la recta determinada por dos vértices consecutivos del poligono dejara del
mismo lado a los demds vértices del poligono.

Dada una circunferencia C,

= existen poligonos inscriptos y circunscriptos a C, y podemos referirnos a sus perimetros.

= dado un poligono inscripto en C, siempre hay otros, también inscritos en C, de perimetro mayor
que el dado; y dado un poligono circunscripto a C siempre hay otros, también circunscriptos a C,
de perimetro menor que el dado.

s el perimetro de cualquier poligono (convexo) inscripto en C, es menor que el perimetro de cualquier
poligono circunscripto a la misma C.

= dado un real positivo cualquiera, sin importar cuan pequeno sea, siempre se puede encontrar un
poligono circunscrito a C y otro poligono inscripto en C, tales que la diferencia de perimetros sea
menor que ese real.

Esos son los hechos que permiten justificar que existe un tinico nimero real que es mayor que el perimetro
de cualquier poligono (convexo) inscripto en C y que es menor que el perimetro de cualquier poligono
circunscripto (convexo) a C. Ese tinico ntimero real, que separa los perimetros de los inscriptos de los
perimetros de los circunscriptos es el que llamamos longitud de C.

La mitad de la longitud de una circunferencia de radio 1 es el nimero real que llamamos 7.

El ntimero 7 ha despertado el interés de muchos matematicos. Daremos aqui algunos datos.

Arquimedes hizo cédlculos con poligonos de 6, 12, 24, 48 y 96 entre 300 y 200 afios antes de Jesucristo
y encontré que m es mayor que 223/71 y menor que 22/7.

En esa época sdlo se manejaban con soltura los niimeros racionales, aunque si se sabia que existen
pares de segmentos “inconmensurables”: si se toma a uno de los segmentos como unidad de medida, no
hay nigiin racional que sea la medida del otro respecto de esa unidad.

Se conocia que la diagonal y el lado de un cuadrado son inconmensurables. Hoy en dia, como traba-
jamos con numeros reales, usamos con toda confianza la férmula del teorema de Pitagoras. Tomando el
lado del cuadrado como unidad, la diagonal de ese cuadrado mide /12 + 12 = V2. Y sabemos que V2 es
un nimero irracional.

También Descartes, en el siglo XVII, hizo cédlculos relativos a 7 utilizando poligonos de 8, 16, 32, 64
y 128 lados.

Uno de los problemas que los griegos dejaron para la posteridad fue el de la “cuadratura del circulo”
que consiste en: dado un circulo, construir, con regla y compas, un cuadrado de igual superficie que el
circulo. Si 7 fuera un nimero racional, ese problema seria facilmente resoluble. Y también si el niimero
7 pudiera ser expresado a partir de niimeros racionales mediante una o varias raices cuadradas.

En 1770, Lambert demostré que 7 es irracional. Y ya en 1882, Lindeman consiguié demostrar que 7 es
“transcendente”, es decir 7 no es raiz de ningtin polinomio con coeficientes racionales. En consecuencia,
el problema de la cuadratura del circulo no tiene solucién.

En este curso obtendremos férmulas para perimetros de algunos poligonos regulares inscriptos o
circunscriptos, que podrian utilizarse para programar una computadora y obtener niimeros que se apro-
ximan mas y mas a 7. Pero hay otras férmulas, no basadas en los poligonos, que proveen algoritmos maés
eficientes. Hay programas de computadora con los que se han calculado miles de cifras de 7.

La construccion de poligonos regulares, con sélo regla y compds, también ha sido estudiada con interés.
Actualmente se conoce con toda precisién, gracias a estudios algebraicos, cudles poligonos regulares
pueden construirse con regla y compds y cuéles no; por ejemplo los de 3, 4, 5, 6, 8 lados son construibles
con regla y compas, pero el de 7 lados no lo es. Gauss se sintié muy orgulloso por haber podido probar
que el de 17 lados si es construible con regla y compas.

2. Acotaciones relativas a perimetros de poligonos inscriptos y
circunscriptos

Lema. Si a un poligono (convexo) inscripto se le agrega un vértice mds, su perimetro aumenta. Y si a
un poligono (convexo) circunscripto se le agrega un punto de contacto mds, su perimetro disminuye.

Demostracion. Aqui se utiliza la desigualdad triangular (Ver pag. 56).

e Sean Py,..., Py, Pyy1,..., P, los vértices de un inscripto. Supongamos que agregamos un vértice mas,
R, ubicandolo entre Py, y Ppn41. Al perimetro del poligono se le resta | P, P+1| y se le suma |P,R| +

N
|RPp,+1|. En el tridngulo Py, RPp41,
|PhPhi1] < |PuR|+ |RPhy1],
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por lo que el perimetro del nuevo poligono es mayor.

R
Py
Phia
Ph—y
e Si bien el poligono circunscripto tiene vértices Q1, ..., Qk, Qr+1, Qr+2, - - -, @n, es Gtil tener en cuenta
los puntos de contacto con la circunferencia que hemos llamado Ry,..., Ry, Rgy1,..., Ry, con Ry

perteneciente al lado Q1 Q1. Cada punto de contacto divide al lado correspondiente en dos segmentos,
y se cumple que Qir1Rp41 = Qi1 Rk

Supongamos que agregamos un punto de contacto més, P, entre Ry v Ryy1. Esto significa que dos
lados del poligono circunscripto seran sustituidos por tres lados: El vértice Q1 desaparece y aparecen
dos vértices nuevos Q' y Q”. Al perimetro se le resta |Q'Qi+1| + |Qr+1Q"| v se le suma |Q'Q"|. En el

N
tridngulo Q' Q" Qr41,

Q'Q"| < |Q' Qrs1| + |Qrr1Q"|,

por lo que el perimetro del nuevo poligono es menor. =

Como consecuencia, tenemos:

Teorema. SiP y Q son poligonos respectivamente inscriptos y circunscriptos a una misma circunferen-
cia, entonces el perimetro de P es estrictamente menor que el perimetro de Q.

Demostracion.

Qs P Q1

P

Qs

B
4

e Un caso facil de considerar es el ilustrado; en él, ambos poligonos, P y O, tienen exactamente el
mismo numero de lados y ademéds los vértices del inscripto coinciden con los puntos de tangencia
del circunscripto. La contribucién al perimetro de cada lado del poligono inscripto se compara con
la contribucién de la suma de partes de dos lados del circunscripto. Por ejemplo en la ilustracién la
contribucién al poligono inscripto de | P, P;| la comparamos con la suma de |PaQ3| (proveniente del
lado Q2Q)3) v de |Q3 P3| (proveniente del lado Q3Q4). Por la propiedad triangular

|Po P3| < |P2Qs] + |Q3Ps]

y por lo tanto el perimetro de P es menor que el perimetro de Q.

e Para el otro caso, se pueden considerar dos poligonos auxiliares, relacionados con los dados, en las
condiciones del primer caso. Concretamente al poligono inscripto P le agregamos los vértices necesarios
para cubrir todos los puntos de contacto del circunscripto y asi obtenemos un poligono P’. Y al
poligono circunscripto Q le agregamos los lados que haga falta, con puntos de contacto en los vértices
del inscripto, de modo de cubrirlos a todos y asi obtenemos Q’. Se cumplird que:

perim. de P < perim. de P’ < perim. de Q' < perim. de Q

y por lo tanto

perimetro de P < perimetro de Q.
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3. Poligonos regulares

Llamamos poligono regular a cualquier poligono (convexo) que tenga todos sus lados congruentes
y todos sus angulos congruentes.

Proposicion. Todos los poligonos requlares son inscribibles y también son circunscribibles

Los triangulos, aunque no sean regulares, seguro que tienen las dos propiedades.

Para justificar que también los poligonos regulares de més de tres vértices —mas de tres lados— son
inscribibles y circunscribibles, alcanzara con mostrar que la circunferencia que pasa por tres vértices suce-
sivos del poligono, pasa también por un cuarto vértice, por lo que, reiterando la justificacién, pasara por
todos. Y que una circunferencia que sea tangente a tres de los lados, serd tangente a un cuarto lado y en
definitiva a todos los lados. Veamos la primera parte:

Demostracion. Sean Aj, As, As, Ay cuatro vértices sucesivos de un poligono (convexo) regular, con
A4 # Aq. Por ser regular el poligono tendremos:

A, = Mods = A5d; vy AiAsAs=A3A5A,

g

Sean « y (8 los semiplanos de bordes las rectas 214_; y EA_; , respectivamente, y que contienen a todos
los vértices. (Recordemos que eso es posible porque el poligono es convexo). Pensemos en la t.r. p en la
que

{p(m ) = Ay A3

pla) =0

Es facil convencerse de que p es una rotacién y su centro, llamémosle O, esta en la interseccién de la
mediatriz de 47 Ay y la bisectriz deA1 Az A3
Se verifica:
p(Ay) = Ay por ser origenes de las semirrectas, por lo que OA; = OAy; p(Az) = Az por transporte de
segmento/A@ sobre la semirrecta /TA;, por lo que OAy = OAs; p(A3As) = A3 Ay por transporte del

dnguloA1A42A34 a parir de la semirrecta A3A; sobre el semiplano 3; y p(A3) = Ay, por transporte de
= ho A pl

As A3 sobre la semirrecta AzAy, por lo que OA3 = OAy. Es decir que la circunferencia de centro que
pasa por A; pasa también por Agy, Az, v Ay.

Se entiende que el resultado anterior puede generalizarse (con una demostracién por induccién) a que
Para cada poligono (convexo) regular (convexo) existe un punto que equidista de todos los vértices del
poligono. O en otras palabras, Todos los poligonos (convexros) requlares son inscribibles

Por otro lado, dado un segmento de medida menor que el didmetro de una circunferencia, es posible
decidir si existe un poligono regular inscripto en esa circunferencia con lado congruente al segmento dado,
“transportando cuerdas sucesivas” congruentes al segmento . ..

Se puede justificar, no lo haremos aqui, que existen poligonos regulares —es decir poligonos (convexos)
con todos sus lados congruentes y todos sus angulos congruentes— de cualquier nimero de lados. Sabemos,
por ejemplo, como construir, con regla y compas, poligonos regulares de 3, 4 o 6 lados, y también sabemos
calcular los perimetros de esos poligonos. Ademas dado un poligono regular de n lados podemos, utilizando
bisectrices de los angulos centrales, construir un poligono regular de 2n lados.

4. Poligonos regulares de n y de 2n lados

Definiciones. Dado un poligono regular se llama centro del mismo al centro de la circunferencia que
pasa por todos sus vértices, y que también es centro de la circunferencia tangente a todos sus lados. Se
llama apotema del mismo a la altura de los tridngulo isésceles formados por su centro y dos vértices
consecutivos. Y se llama perimetro a la suma de las longitudes de todos sus lados.



CAPITULO XI. LONGITUD DE LA CIRCUNFERENCIA 139

Llamaremos C a una circunferencia de radio r, y centro O y p, y P,, a los perimetros de los poligonos
regulares de n lados inscriptos y circunscriptos respectivamente en C. Supondremos que los vértices del
poligono inscripto sean los puntos de contacto de los lados del poligono circunscripto.

La ilustracién muestra la relacién entre los lados de poligonos inscriptos y circunscriptos a una misma
circunferencia de cierto nimero de lados y del doble de ese nimero de lados.

Poligonos regulares
e de n lados:
lado del inscripto: |AB| = 2|AD|
lado del circunscripto: 2|AC)|
e de 2n lados:
lado del inscripto: |[AP| = 2|AM|
lado del circunscripto: 2|AR)|

o

A A
Los tridngulos ADC y OD A son semejantes por tener sus lados respectivamente perpendiculares (por

lo que tienen los d4ngulos correspondientes congruentes). En consecuencia

|AC|  |AD| _
|OA|  |OD]
De ahi,
|AD| - |OA|
D] = =T (1)

>
Sea P comun a la circunferencia y a OC. Es claro que la simetria axial de eje OD transforma a la
circunferencia en ella misnﬁ\y a los puntos O, A, B, C y P respectivamente en O, B, A, C y P.

Como OD es bisectriz de AOB, si AB es lado de un poligono regular de n lados, AP serd lado de un
poligono regular de 2n lados inscripto en la misma circunferencia. Y AR la mitad del lado del poligono
circunscripto.

Sean M y @ los puntos medios de los segmentos AP y PD.

_ A
Por ser M punto medio del lado AP del tridngulo isésceles AOP, se cumple:
T T
AOM=MOP.

Ademas,
— — T
MOP=MOQ—QOM v Z0M = A0R .

Por lo tanto

JAN |AR| |OA|
OM a2 VAL
QOM vy 163~ oG]

sem

A
AOR

A
Ademss, @Q es punto medio de DP, por lo que |OQ| = 1/2(|OD| + |OP|); QM es base media de ADP,
por lo que |QM| = 1/2|AD|; y |OP| = |OA|. Asi que sustituyendo en lo anterior, y simplificando un
factor 1/2 obtenemos:
|AR| |OA]
|AD|  |OD|+ |OA|

Sustituyendo |OD| de (1), en la expresién anterior se obtiene,
|AR| |OA] |OA| - |AC] |AC|

|AD| ~ TAD[-|OA4] ~ JAD| - |OA| + |OA[ - |[AC| ~ |AD| +|AC|’
et |0A]

es decir
|AD| - |AC)|

AR| = 77—
AR |AD| + |AC]|
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T T~
Los dangulos RAP y PAB son congruentes por ser uno semiinscripto y otro inscripto en arcos congruentes.

Por tanto los tridngulos rectdngulos tienen dos dngulos respectivamente congruentes y

o sem 4 |AM| |AR|
RAM ' PAD,  Hpi=pi=
_ AM| _ |AR
Como |AP| = 2|AM]|, tendremos AD| — 2AM]

Por lo tanto,

aar = /AL LA 5

Las relaciones (1) y (3) nos dan férmulas para calcular los semilados |AR| y |AM]|, que contribuyen a
los perimetros Py, vy p2, respectivamente a partir de los semilados |[AC| y |AD| que contribuyen a los
perimetros P, y p, respectivamente.

Como los perimetros cumplen

P, = 2n]AC|
pn = 2n|AD|
Py, = 2(2n)|AR)|
utilizando (1) y (3) se llega a
|AD| - |AC)|
Py, = 22n)|AR|=2(12n) ———
[|AD]| - |AR
es decir,
Py, = 2pn P
o+ Pp (4)

DPa2n = \/pnP2n

Las férmulas nos permiten calcular los perimetros de los poligonos regulares de 2n lados, inscritos
o circunscriptos a cierta circunferencia, a partir de los de n lados. Reiterando la aplicacién de estas
férmulas a partir de los perimetros correspondientes, por ejemplo, a los poligonos de tres lados (tridngulos
equildteros), se obtienen dos “sucesiones de niimeros reales”

En la tabla siguiente se muestran los primeros célculos, con resultados redondeados a 6 cifras decimales
significativas, relacionados con una circunferencia de radio 1.

519615 10,3923 519615
6 | 6. 6,92820 0,928203

12 | 6,21166 6,43078 0,219124

24 | 6,26526 6,31932 0,0540627
48 | 6,27870 6,29217 0,0134720
96 | 6,28206 6,28543 0,00336530
192 | 6,28290 6,28375 0,000841155

Diferencia entre perimetro del circunscripto y del inscripto

Se aprecia, en los primeros elementos de esas sucesiones, que la diferencia entre el perimetro del
circunscripto y el del inscripto va disminuyendo, y cada diferencia, para el doble de n, es bastante menor
que la mitad de la diferencia anterior, para n; veamos cémo justificar que esto ocurre para todos los
valores de n.
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Aplicando (4) y operando algebraicamente, conseguimos expresar a Pa, — pa2, como un producto
kn(Pn — pn)-

2pn Py
Pn —Pen = T nPn
2 b2 om + Py V Pni2
2pn P, 2pn P 2pnPy \/2p2 Pp/Dn + Py

. (2Pn — 2Pt 2P;fj)

pn+ Py
., (2Pn _ \/W) (2Pn /2P + 2P;§)
(Pn + P») (2Pn +/2Ppn + 2P3)
P (4Pn — (2P,p, + 2P2))
2P, + \/2Ppn + 2Pg)
pn(2P )(Pn — pn)
(Pn + Pp) (2 2Ppn + 2Pg)
= kn(Pn —pn)

El factor k,, se puede acotar sustituyendo los P,, del denominador por p,,. Como P, > p, se cumplira:

ko = 20, Py, < 20, Py
(Pn + Pn) (2P,, +\/2Popn + 2P3) (P + pn) (2pn +/2pnpn ¥ 2p%)
_ 2pn Py,
B (2pn)(2pn)
P,
T ap,

Ademds, todos los P, son menores que el primero que tomamos, en este caso P3, y todos los p, son
mayores que el primero que tomamos ps. Por lo que:

P, P. 6v3 1
k <_<_3:L:_
4pn 4ps3 43\/§ 2

Asi que, cualquiera sea n se cumple

1
< _(Pn_pn)

P2n — Pon 2

Entonces dado un real € positivo cualquiera, y un par de poligonos regulares circunscripto e inscripto
a una circunferencia de n lados, que cumplan P,, — p, = D, duplicando cierto niimero de veces podremos
conseguir un par de circunscripto e inscripto que difieran en menos de €.

Basta proponerse encontrar un nimero natural mayor que el x tal que:

1\* D
(5) D=c¢ o 2x::

r = logy, —
€

lo que se resuelve con

y luego duplicar un nimero de veces mayor que el x encontrado.

El nimero 7w

El método anterior, para calcular la longitud de una circunferencia cualquiera, tan aproximadamente
como uno lo desee, exige el cdlculo de muchos perimetros de poligonos. Sin embargo, el trabajo efectuado
para una circunferencia puede aprovecharse para todas las demads circunferencias. Esto se debe a que
dadas dos circunferencias C y C’' de radios r y 7’ respectivamente, cada una junto con un poligono regular
inscripto y otro circunscripto de igual niimero de lados, resultan figuras semejantes y la razén de la
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semejanza es precisamente el cociente de los radios:

R’ c’

]

O o’

Se cumple que el cociente de dos segmentos cualesquiera correspondientes en la semejanza es el mismo,
por lo que el cociente de perimetros correspondientes también sera el mismo:

r_':O’A’:A’D’:A’R’:.“:P;,’l:p_;Z 5)
r OA AD AR P, pa
Si llamamos L y L’ a los tnicos reales que son longitudes de las circunferencias C y C’, se cumplird:
< L <P, (6)
p,< L <P, (7)

multiplicando la primera por 7/ /r, y simplificando teniendo en cuenta (5),

/ / /
r T T
—pn < —L < —P,
T T T
/

Pl < T?L <P (8)

(7) y (8) valen para todo m; y sabemos que no puede haber dos reales distintos que separen a los
perimetros de los inscriptos de los de los circunscriptos; concluimos que L' = ' /r L, es decir L' /v’ = L/r.
Lo anterior vale para cualquier par de circunferencias, por lo que existe una constante real que es el
cociente entre la longitud de cualquier circunferencia y el radio de la misma. A la mitad de esa constante
se le llama 7.
De acuerdo a los calculos de la tabla de pag. 140, la longitud de una circunferencia de radio 1 es algo
maés de 6.28, por lo que 7 serd algo mas de 3.14. Célculos mas laboriosos producen la aproximacion:

w2 3,1415926535897932384
En conclusién, para calcular la longitud de cualquier circunferencia se puede aplicar la formula
L=2nr

donde 7 es su radio y L su longitud.

5. Longitud de un arco de circunferencia

El método de duplicacién anterior se adapta sin dificultad al cdlculo de longitudes de arcos de cir-
cunferencia, utilizando poligonales (convexas) de modo que los puntos de contacto de las poligonales
circunscritas coincidan con los vértices de las inscriptas.

La figura muestra las dos primeras parejas de poligonales para el arco de extremos A y B que contiene
a M donde M pertenece a la mediatriz de la cuerda AB.
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6. Medida de angulos no orientados

Ya hemos visto que, gracias al axioma de continuidad, luego de elegir un segmento como unidad, hemos
podido asignar un ntimero real no negativo a cada segmento y lo hemos llamado longitud o medida del
mismo. Y esa asignacion cumple con determinadas propiedades.

Algo similar se puede conseguir para los dngulos no orientados. Luego de elegida una unidad, se le
asigna a cada dngulo no orientado un real no negativo al que llamaremos medida del angulo respecto
de esa unidad; y esa asignacién cumplira que:

= angulos congruentes tienen igual medida.
= un dngulo menor (pag.52) que otro tiene medida menor que la medida del otro.
= si un dngulo es suma (pdg. 55) de otros dos, su medida es la suma de las medidas de los otros dos.

Pero hay una diferencia importante: entre los segmentos no nulos posibles no hay ninguno que se destaque
de los demas; en cambio entre los angulos no nulos si los hay que se destacan de los demas: por ejemplo
los 4ngulos rectos, o los dngulos llanos.

Grados sexagesimales

W

Es frecuente que la pregunta “;Qué es un angulo recto?” reciba la respuesta “es el que mide 90°”.
Recordamos que un angulo es recto si es congruente con alguno de sus adyacentes. No necesitamos saber
nada acerca de grados para saber acerca de angulos rectos. En realidad es el grado el que puede definirse
en términos del angulo recto;

La medida de los dngulos, en grados sexagesimales, corresponde a tomar como unidad de medida,
un angulo tal que un recto sea suma de 90 veces ese angulo unidad. Es decir que un dngulo de 1° es tal
que el dngulo recto es suma de 90 veces ese dngulo. (La divisién de cada grado en sesenta minutos y de
cada minuto en 60 segundos es lo que motiva el nombre de grado sexagesimal. Esta divisiéon era muy
convenientemente, antes de que se hicieran de uso corriente los decimales, porque permitia expresar la
medida de muchos dngulos con nidmeros enteros, no negativos, de grados, minutos y segundos).

En esas condiciones, la medida del angulo llano serd de 180° ya que un llano es la suma de dos rectos;
y la del dngulo nulo de 0°; la del angulo de los tridngulos equildteros es 60° ya que un llano es suma de
los tres angulos de cualquier tridngulo, etc.

Radianes

Otro modo interesante de elegir un angulo como unidad de medida consiste en elegirlo de modo que
la longitud de cierto arco asociado a ese angulo tenga longitud 1.

La utilidad proviene de la siguiente correspondencia biyectiva:

Dada una circunferencia fija C, de radio 1, sabemos que cada adngulo central de esa circunferencia
estd asociado biyectivamente con su arco correspondiente; recordamos que un angulo central de C es un
angulo, coplanar con C, con su vértice en el centro de C; y tal que su arco correspondiente es la interseccion
de C con el interior del angulo.

Esta correspondencia angulo «— arco es tal que a mayor angulo le corresponde arco de mayor
longitud; y que a cualquier angulo que sea suma de otros dos le corresponde un arco cuya longitud es
suma de las longitudes de los arcos correspondientes a los otros dos angulos.

Si analizamos la correspondencia en relacién a dos circunferencias, C, y C’, ambas de radio 1, gracias
a las transformaciones rigidas en la que a C le corresponde C’, a dngulos centrales de una y otra que sean
congruentes les corresponderd arcos con longitudes iguales.

Elegiremos, como dngulo unidad, a un dngulo que tenga como arco correspondiente, en una circunfe-
rencia de radio 1, un arco de longitud 1. Diremos que ese angulo es de 1 radian.

Con esa eleccién de unidad, la medida de cualquier otro angulo respecto de esa unidad coincidirad con
la longitud del arco correspondiente de una circunferencia de radio 1: conceptualmente nos ahorramos
la comparacién del angulo dado con dngulos que se expresen como fracciones del angulo de 1 radian,
sustituyéndola por la medida de la longitud de cierto arco.

En consecuencia, la medida, en radianes de un angulo, es la longitud del arco, correspondiente a ese
angulo, en una circunferencia de radio 1. El simbolo usado para indicar radianes es rad .

Los angulos rectos se asocian con arcos de longitud la cuarte parte de la de la circunferencia, es decir
que su medida en radianes sera:

1 T
“orl=—
17T T

Asf que el dngulo recto mide /2 rad y en consecuencia el dngulo llano, 7 rad.
Para pasar de la medida de un dngulo en radianes a la medida en grados o al revés, aparece un factor
de conversién. Como 7 rad = 180°, tendremos:
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xrad = z- 180 z":z.ﬂrad,
T 180
es decir,
180\° o 0
lrad = (7) 1° = 1_80 rad

Nota. Para hablar de longitudes necesitamos haber elegido una unidad de longitud, y para hablar
de radianes nos apoyamos en longitudes. Sin embargo, no importa cudl sea la unidad de longitudes
elegida, todos los posibles dngulos de 1 rad, correspondientes a unidades de longitud distintas, resultan
congruentes.

Para relacionar la medida de los angulos con las longitudes de los arcos correspondientes para una
circunferencia de radio cualquiera, si A representa la longitud del arco y r la longitud del radio, ambas
medidas respecto de una misma unidad y 6 la medida del dngulo en radianes, suele usarse la férmula

A=0r,

y se insiste, naturalmente, en que 6 debe expresarse en radianes. En esas condiciones, esa férmula no
disfruta de las caracteristicas de otras férmulas fisicas en las que los simbolos de la férmula se usan para
representar no sélo al niimero que expresa la medida sino al niimero junto con un simbolito que identifica
a la unidad; y se pueden usar con unidades cualesquiera que luego se simplifican adecuadamente.

Para transformar la férmula anterior en una de estas férmulas fisicas deberiamos agregar un factor

constante k = 1——:
rad

A=kor, (9)
Veamos unos ejemplos de aplicacién de la férmula (9)
Ejemplos.
e §=2rad;r=2>5cm.

1 2 rad 5 cm
A-k@r—1ﬁ2rad56m—7—100m

e #=30%r=0,3m

mxad 30037m 97w
180° 180 20

1 o 1 ed
A=kfr=1-—230°03m=1_—=-30"03m

. e . . . 7 rad
El trabajo de sustitucion es casi “mecanico”; en el segundo caso se ha incorporado un factor ———

1800 * 44°

vale 1, donde intervienen grados y radianes, para posibilitar las simplificaciones.

Precaucion durante el uso de calculadoras

Las calculadoras facilitan el cdlculo de algunas funciones que tienen por argumentos angulos; y suelen
tener teclas que permiten preparar a la méquina para recibir dngulos expresados en radianes, grados
sexagesimales o grados centesimales. Casi siempre la tecla para grados sexagesimales, (esos grados con
los que un recto mide 90 grados) estd marcada con “deg” (degree en inglés) y no con “grad” como quizds
esperariamos nosotros.

Naturalmente, si nos interesa trabajar con cierta unidad para angulos y utilizamos la calculadora
sin prestar atencién a las unidades, podemos obtener resultados incorrectos. En resumen, es importante,
antes de confiar en los cédlculos de una calculadora, familiarizarse con el uso de la misma.
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de una semirrecta, 9

de una semirrecta abierta, 9, 10

par
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orientador, 30
paralelismo, 74
paralelogramo, 81
perimetro, 138
pie de la perpendicular, 40, 52, 63
plano
de las mediatrices de un segmento, 63
mediatriz de un segmento, 63
perpendicular
a recta, 63
plano y recta
paralelos, 2
perpendiculares, 63
planos
paralelos, 2
perpendiculares, 70
secantes, 3
poligono
circunscribible, 95
inscribible, 95
regular, 138
circunscripto, 95
poligono (convexo), 20
poligono inscripto en circunferencia, 95
precede, 8
preimagen
de un conjunto, 29
de un elemento, 29
preserva
la orientacion, 40
primer, primero, 8
proporcionales, 124
punto
equidista
de puntos, 57
de rectas, 57
exterior de un angulo, 18
exterior de un triangulo, 20
fijo en una t.b., 27
homélogo, 33
imagen, 33
interior de un angulo, 18
interior de un triangulo, 20
origen, 119
transformado, 33
unidad, 119
punto de contacto, 93

puntos



a distinto lado de un punto, 14
a distinto lado de un plano, 16
a distinto lado de una recta, 15
a un mismo lado de un plano, 16
a un mismo lado de un punto, 14
a un mismo lado de una recta, 15
alineados, 2
alineados en una recta, 2
colineales, 2
de X, 17
exteriores de X, 17
interiores de X, 17

puntos y/o rectas

coplanares, 2

radian, 143
radiacion
de semirrectas, 22
radio
de la circunferencia, 92
razén de una homotecia, 126
recta
exterior a una circunferencia, 93
perpendicular
a plano, 63
secante a una circunferencia, 94
recta y circunferencia
tangentes, 93
recta y plano
paralelos, 2
perpendiculares, 63
secantes, 3
rectas
alabeadas, 2
concurrentes, 2
ortogonales, 64
paralelas, 2
perpendiculares, 40
que se cruzan, 2
secantes, 2
reflexién, 111
deslizante, 113
rotante, 113
regién
poligonal convexa, 20
triangular, 20
relaciones, 26
restriccién de p a X', 106
restringir, 106
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rotacién, 85
de dngulo llano, 85
identidad, 85
nula, 85

se intersectan, 14
seccion
normal del diedro, 68
recta del diedro, 68
sector
angular, 18
circular, 95
segmento, 10
k-veces otro, 115
n-ésima parte, 115
n-ava parte, 115
abierto, 10
cerrado, 10
doble, 115
miltiplo, 115
menor que otro, 52
mitad, 115
nulo, 53
perpendicular a ..., 50
semiabierto, 10
submuiltiplo, 115
suma, 55
tangente a una circunferencia, 94
tercera parte, 115
triple, 115
unidad, 118
segundos, 143
semejanza
de razom ..., 129
directa en un plano, 129
inversa en un plano, 129
semiespacio, 15
abierto, 15
cerrado, 15
semiespacios
abiertos
opuestos, 15
cerrados
opuestos, 16
opuestos, 16
semiplano, 15
abierto, 14
cerrado, 15

semiplanos



cerrados tetraedro, 23

opuestos, 15 transformacién
opuestos, 15 biyectiva, 25
semiplanos abiertos helicoidal, 103
opuestos, 14 identidad, 26, 27
semirrecta, 9, 10 inversa de una dada, 27
abierta, 10 involutiva, 28
cerrada, 10 pseudo-rigida, 110
interior de un dngulo, 18 rigida
opuesta de otra, 9 de un plano, 106
orientadora, 29 transformaciones
perpendicular a ..., 50 pseudo-rigidas, 101
tangente a una circunferencia, 93 rigidas de un plano, 39
semirrectas transitividad, 8
de igual sentido, 74 traslacion, 75
de sentidos contrarios, 74 de vector ..., 75
opuestas, 9 identidad, 75
paralelas, 74 nula, 75
que indican sentidos contrarios, 74 tridngulo, 20
que indican igual sentido, 74 acutangulo, 53
que son de igual sentido, 74 equilatero, 51
que son de sentidos contrarios, 74 escaleno, 51
sigue, 8 isésceles, 51
simetria obtusangulo, 53
axial, 45 rectangulo, 53
central triedro, 22

del espacio, 111

vértice

en un plano 7, 41
deslizante, 101

especular, 111

de un triangulo, 20
de un tetraedro, 24
de un angulo, 18

sistema de abscisas, 119
de un dngulo poliedro, 23

subconjunto
propio, 3 de un poligono (convexo), 20
suma 7 de un poliedro, 24

de 4ngulos, 55 de un triedro, 22

. . t 24
de 4dngulos orientados, 90 Opuesto a una cara,

de segmentos, 55 vector de una traslacién, 75
t.b., 25
t.r., 32
directa en un plano, 40
inversa en un plano, 40
t.sr.
directa
en el espacio, 111
inversa
en el espacio, 111
terna

orientadora, 31
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